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PerÐlhyh

Nèa Montèla gia Prwtìkolla Plhjusm¸n

'Ojwn S. Miqa l

Didaktorik  Diatrib 

Tm ma Mhqanik¸n H/U & Plhroforik c, Panepist mio Patr¸n

Kajhght c PaÔloc G. Spur�khc, Epiblèpwn

Ta AsÔrmata DÐktua Aisjht rwn apoteloÔn mÐa arket� prìsfath kai poll� upo-

sqìmenh nèa teqnologÐa pou brÐskei plhj¸ra efarmog¸n. Lìgw thc eurÔtathc efar-

mosimìtht�c thc kai thc profanoÔc jèshc pou brÐskei sto sÔgqrono katanemhmèno

upologistikì kìsmo, h episthmonik  tupik  jemelÐwsh twn nìmwn pou dièpoun aut  th

nèa teqnologÐa kajÐstatai aparaÐthth. 'Etsi, èqoun protajeÐ poll� nèa upologistik�

montèla gia AsÔrmata DÐktua Aisjht rwn.

MÐa eidik  kathgorÐa tètoiwn susthm�twn eÐnai ta Prwtìkolla Plhjusm¸n. Aut�

dièpontai apì trÐa idaÐtera qarakthristik�: Oi kìmboi aÐsjhshc (pr�ktorec) kinoÔntai

pajhtik�, dhlad  de mporoÔn na elègxoun thn kÐnhsh sthn opoÐa upìkeintai, h diajèsi-

mh mn mh k�je kìmbou eÐnai polÔ periorismènh (anex�rthth tou megèjouc tou diktÔou)

kai oi pr�ktorec allhlepidroÔn kat� zeÔgh. Ta qarakthristik� aut� ìpwc ja doÔ-

me kajistoÔn th melèth aut¸n twn susthm�twn mh tetrimmènh diadikasÐa. EÐnai  dh

gnwstì ìti ta Prwtìkolla Plhjusm¸n de mporoÔn na upologÐsoun poll� pr�gmata.

Sugkekrimèna, èqei apodeiqjeÐ ìti èna kathgìrhma eÐnai upologÐsimo apì to montèlo

twn Prwtokìllwn Plhjusm¸n e�n kai mìno e�n eÐnai hmigrammikì. H kl�sh twn hmi-

grammik¸n kathgorhm�twn den perilamb�nei pollaplasiasmoÔc metablht¸n kai Ôywsh

se dÔnamh, prìkeitai dhlad  gia mÐa arket� mikr  kl�sh. EpÐshc, gnwrÐzoume ìti ta
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Prwtìkolla Plhjusm¸n mporoÔn na aneqtoÔn mìno O(1) suntriptikèc bl�bec kai oÔte

èna Buzantinì pr�ktora.

Sthn paroÔsa ergasÐa, basikìc mac stìqoc eÐnai h epèktash tou montèlou twn prw-

tokìllwn plhjusm¸n me nèec fusikèc kai ulopoi simec paradoqèc me skopì to kèrdoc

se upologistik  isqÔ. O lìgoc pou autì gÐnetai efiktì, eÐnai ìti to montèlo twn Prw-

tokìllwn Plhjusm¸n sqedi�sthke minimalistik� pr�gma pou to kajist� epidektikì se

belti¸seic. Pr¸ta k�noume thn paradoq  ìti, pèra twn kìmbwn aÐsjhshc, kai oi akmèc

tou graf matoc mporoÔn na diathroÔn katast�seic efodi�zont�c tec me exÐsou perio-

rismènec mn mec. Oi pr�ktorec pou allhlepidroÔn diab�zoun autèc tic katast�seic kai

tic anane¸noun anane¸nontac par�llhla kai tic dikèc touc katast�seic. ParathreÐ ka-

neÐc ìti se èna pl rec gr�fhma n kìmbwn eÐnai sa na èqoume prosjèsei O(n2) epiplèon

jèseic mn mhc oi opoÐec diab�zontai kai gr�fontai mìno apì ta �kra thc antÐstoiqhc

akm c. ApodeiknÔoume ìti sto nèo montèlo, to opoÐo kaloÔme montèlo Prwtokìllwn

Plhjusm¸n me Diamesolabht , h upologistik  isqÔc aux�netai dramatik�. 'Oqi mìno

uperbaÐnoume thn kl�sh twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn, all� epiplèon deÐqnoume

ìti k�je tètoio katanemhmèno sÔsthma mporeÐ na leitourg sei wc mÐa katanemhmènh

antaitiokratik  mhqan  Turing pou qrhsimopoieÐ ìlh th diajèsimh mn mh. H mình dia-

for� apì mÐa sun jh mhqan  Turing eÐnai ìti, lìgw tou ìti oi pr�ktorec den èqoun

monadikoÔc prosdioristèc kai ìti epikentrwnìmaste se pl rh graf mata epikoinwnÐac,

h sugkekrimènh mhqan  upologÐzei mìno summetrikèc gl¸ssec, dhlad  gl¸ssec pou

gia k�je sumboloseir� pou perilamb�noun perilamb�noun kai ìlec tic antimetajèseic

thc. Pio tupik�, deÐqnoume ìti èna kathgìrhma eÐnai upologÐsimo apì to nèo montèlo

e�n kai mìno e�n eÐnai summetrikì kai an kei sthn NSPACE(n2). Epiplèon, melet�me

kai th dunatìthta tou nèou montèlou na diagign¸skei gl¸ssec grafhm�twn (gia genik�

graf mata), dhlad  na apant�ei an to gr�fhma sto opoÐo ekteleÐtai an kei   ìqi se

k�poia gl¸ssa.

En suneqeÐa, agnooÔme tic katast�seic twn akm¸n kai dÐnoume mÐa nèa beltÐwsh kai
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p�li apeujeÐac ap� to montèlo twn Prwtokìllwn Plhjusm¸n. H upìjesh pou k�noume

t¸ra eÐnai ìti oi pr�ktorec den èqoun tìso periorismènh mn mh ¸ste na montelopoioÔn-

tai mìno apì peperasmèna autìmata. Ex�llou, autì eÐnai k�ti pou upagoreÔetai �mesa

apì th sÔgqronh teqnologÐa, ìpou sqedìn k�je katanemhmènh suskeu  eÐnai k�poio

eÐdoc upologist . Upojètoume epomènwc ìti oi pr�ktorec eÐnai polutainiakèc mhqanèc

Turing, pou mporoÔn tìso na ekteloÔn eswterikì upologismì ìso kai na allhlepi-

droÔn me �llouc pr�ktorec (p�nta an� dÔo) antall�ssontac mhnÔmata. EpÐshc, antÐ

na qrhsimopoioÔme k�poio sugkekrimèno qwrikì fr�gma (mègejoc mn mhc) upojètoume

ìti k�je prwtìkollo èqei diajèsimh ìsh mn mh epijumeÐ kai eÐnai sthn euqèrei� tou

pìsh ap� aut  ja qrhsimopoi sei. KaloÔme to nèo autì montèlo, montèlo Pajhtik�

kinoÔmenwn Mhqan¸n. ApodeiknÔoume ìti kai autì to montèlo eÐnai aprosdìkhta i-

squrì akìma kai gia sqetik� mikr� qwrik� fr�gmata. Sugkekrimèna, apodeiknÔoume

ìti an qrhsimopoieÐtai se k�je pr�ktora mn mh to polÔ f(n) gia f(n) = Ω(log n) tìte

èna kathgìrhma eÐnai upologÐsimo apì to nèo montèlo e�n kai mìno e�n eÐnai summe-

trikì kai an kei sthn NSPACE(nf(n)). DeÐqnoume epÐshc ìti autì den isqÔei gia

f(n) = o(log n); h kl�sh ekeÐ eÐnai austhr� mikrìterh ap� thn NSPACE(nf(n)).

Basizìmenoi se aut�, deÐqnoume ìti gia f(n) = Ω(log n) up�rqei mÐa qwrik  ierarqÐa

akrib¸c ìpwc kai gia tic sun jeic (summetrikèc) mhqanèc Turing. Dhlad , apodei-

knÔoume ìti ìtan ta prwtìkolla èqoun diajèsimo perissìtero q¸ro tìte mporoÔn na

upologÐsoun nèa kathgor mata pou den  tan dunatìn na upologistoÔn prin. DeÐqnoume

epÐshc ìti autì den isqÔei gia f(n) = o(log log n), kaj¸c sthn teleutaÐa perÐptwsh

h antÐstoiqh kl�sh katarrèei mèsa sthn kl�sh twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn, kai

tèloc ìti gia f(n) = Ω(log log n) h kl�sh gÐnetai austhr� megalÔterh twn hmigram-

mik¸n kathgorhm�twn. Af noume anoiktì to prìblhma tou ti akrib¸c sumbaÐnei gia
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qwrik� fr�gmata f(n) tètoia ¸ste f(n) = Ω(log log n) kai f(n) = o(log n) (dhlad 

metaxÔ log log n kai log n).

Kajhght c PaÔloc G. Spur�khc
Epiblèpwn Diatrib c
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EuqaristÐec

PolloÐ �njrwpoi bo jhsan, o kajènac me ton trìpo tou kai th dik  tou suneisfor�,

sto na ft�sw mèqri to tèloc autoÔ tou meg�lou taxidioÔ me stajmoÔc tic proptuqiakèc,

metaptuqiakèc kai didaktorikèc mou spoudèc. EpÐshc, kaj¸c oi mèrec pou pern�ei h q¸-

ra mac thn ¸ra pou gr�fw autèc tic lèxeic eÐnai dÔskolec - ofeÐlw na pw gia polloÔc

kai m�llon ìqi gi� autoÔc pou fèroun thn eujÔnh - de mpor¸ par� na euqarist sw kai

ìsouc me bo jhsan na antapexèljw stic oikonomikèc apait seic mÐac tètoia diadrom c.

Epomènwc, pèra ap� touc goneÐc mou pou epwmÐsthkan to kÔrio b�roc, ja  jela na eu-

qarist sw to Ereunhtikì Akadhmaðkì InstitoÔto TeqnologÐac Upologist¸n (EAITU)

kai to èrgo FRONTS thc Eurwpaðk c 'Enwshc me arijmì sumbolaÐou ICT-2008-215270.

EpÐshc, ja  jela na euqarist sw to Tm ma Mhqanik¸n Hlektronik¸n Upologist¸n

kai Plhroforik c tou PanepisthmÐou Patr¸n, ap� to opoÐo did�qjhka ì, ti gnwrÐzw

mèqri t¸ra gia thn Epist mh twn Upologist¸n, kai fusik� to Panepist mio Patr¸n.

Gia tic proptuqiakèc mou spoudèc ofeÐlw na pw ìti ta l�jh, eutuq¸c, den plhr¸-

jhkan. 'Iswc l�jh mÐac nootropÐac pou jèlei touc 'Ellhnec foithtèc na pisteÔoun ìti

ì, ti eÐqan na petÔqoun to pètuqan me thn eÐsodì touc se mÐa sqol  ki ìti apì ekeÐ kai

èpeita arqÐzei mÐa makr� perÐodoc diakop¸n, Ðswc l�jh tou apìmakrou pros¸pou kai

thc yuqr c pr¸thc entÔpwshc pou dÐnei to Ellhnikì Panepist mio, de mpor¸ na pw me

sigouri�. SÐgoura ìmwc th megalÔterh eujÔnh thn èqw eg¸ o Ðdioc gia tic proswpikèc

mou epilogèc. Par� ìla aut�, me ton èna   me ton �llo trìpo oi proptuqiakèc mou

spoudèc oloklhr¸jhkan sthn ¸ra touc. Ja  jela na euqarist sw touc sumfoithtèc

kai fÐlouc mou Baggèlh, JÔmio kai Qr sto kai ìsa �lla paidi� pèrasan ap� thn parèa

mac gia ìlec tic xègnoiastec stigmèc pou per�same mazÐ aut� ta pènte qrìnia, me touc

kafèdec sth marÐna, ta Ðswc uperbolik� xenÔqtia mac kurÐwc gia potì kai spanÐwc gia

melèth, ta mp�nia to kalokaÐri pou h ènnoia ��exetastik �� èqane to nìhma thc kai ìlec

tic �llec monadikèc stigmèc pou ja èqw gia p�nta qaragmènec sto mualì mou.
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EpÐshc, ja  jela na euqarist sw touc pr¸hn summajhtèc kai mèqri s mera fÐlouc

mou sto Qal�ndri. H apìstash de mac q¸rise olìtela. K�je QristoÔgennna, P�sqa

kai kalokaÐri eÐqame th dunatìthta na idwjoÔme na koubenti�soume, na glent soume

kai na jumhjoÔme tic palièc mac xègnoiastec majhtikèc stigmèc, ofeÐlw na pw k�je

for� kai me lÐgo perissìtero mualì mèsa sto kef�li mac. Andrìnike, BasÐlh, Miq�lh,

NÐko, NtÐno, Qr sto kai ìla ta upìloipa paidi� sac euqarist¸ mèsa apì thn kardi�

mou.

Kai gia thn parèa sto qwriì, thn Am�runjo EuboÐac, ì, ti kai na pw ja eÐnai lÐgo...

Mp�mph, Ant¸nh, Miq�lh, Gi¸rgo KhrÔko pou eÐnai sa na mhn èfugec potè apì dÐpla

mac kai upìloipa paidi� potè de ja xeq�sw ta p�rti sthn paralÐa k�je for� pou to

hmerolìgio èdeiqne 12 AugoÔstou, ta glèntia mac kai touc mezèdec me oÔzo kai mpÔra.

EpÐshc, ja  jela na euqarist sw exÐsou kai thn pio meg�lh hlikiak� parèa, ton k.

K¸sta, thn k. MaÐrh kai ìlouc touc upìloipouc. OfeÐlw na pw ìti oi bradièc pou

per�same ston T�sso  tan ìlec monadikèc. EÐste ìloi anapìspasto komm�ti thc zw c

mou.

Ja  jela epÐshc na euqarist sw ton Dhm trh kai thn Bèta gia tic wraÐec bradièc

pou per�same me polÔ gèlio kai suz thsh. Idiaitèrwc, Dhm trh, se euqarist¸ gia

ekeÐno to wraÐo Frènto (Ðswc to kalÔtero pou èqw pieÐ potè mou) pou sunìdeye upèroqa

th nÐkh thc Ejnik c sto mounti�l.

Gia touc sunerg�tec mou Gi�nnh Qatzhgiann�kh, StaÔro Nikol�ou kai Andrèa Pau-

lìgiannh ja  jela na pw ìti h sunergasÐa mac  tan �yogh kai ìti h pragmatopoÐhsh

aut c thc diatrib c ja  tan adÔnath qwrÐc kai th dik  touc uperprosp�jeia. Gi�nnh,

s� euqarist¸ kai gia thn parìtruns  sou na emmeÐnw sto sugkekrimèno ereunhtikì

pedÐo. Gia to sunerg�th kai d�skalo Kajhght  k. PaÔlo Spur�kh ì, ti kai na pw

ja eÐnai lÐgo. Pr¸ta ap� ìla ja  jela na ton euqarist sw gia thn empistosÔnh pou

mou èdeixe apodeqìmenoc th sunergasÐa mac, ìtan oi gn¸seic mou gia ta jèmata me
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ta opoÐa èmelle na asqolhj¸  tan akìma polÔ periorismènec. P�nta ja jum�mai tic

epoikodomhtikèc suzht seic mac sto grafeÐo tou ston 4o ìrofo tou EAITU me jè-

a ton Patraðkì kìlpo kai th gèfura. Suzht seic �llote me ereunhtikì antikeÐmeno

kai �llote gia ì, ti jèma mac erqìtan sto kef�li. 'Eqw na jum�mai thn asteÐreuth

upomon , to phgaÐo qioÔmor kai to kofterì mualì autoÔ tou spoudaÐou epist mona.

Euqarist¸ akìma jerm� ta �lla dÔo mèlh thc trimeloÔc epitrop c ton Kajhght  k.

Qr sto Kaklam�nh kai ton EpÐkouro Kajhght  k. Swt rh Nikoletsèa kaj¸c kai ta

loip� mèlh thc eptameloÔc epitrop c k.k. Kajhght  Qr sto Zaroli�gkh, Kajhght 

Eleujèrio KuroÔsh, Kajhght  Ajan�sio TsakalÐdh kai Lèktora Iw�nnh Karagi�nnh.

P�nw ap� ìla ja  jela na euqarist sw touc anjr¸pouc pou apoteloÔn thn oi-

kogènei� mou. Touc goneÐc mou SpÔro kai RoÔla gia th anatrof  pou mou èdwsan,

gia thn hjik  kai oikonomik  sumpar�stash kai gia to gegonìc ìti apì th mèra pou

�rqisa na katano¸ autìn ton kìsmo peÐsthka pwc ì, ti kai na sumbeÐ ja touc èqw

dÐpla mou. Thn dÐdumh aderf  mou EuaggelÐa pou m�taia prospajoÔme ìla aut� ta

qrìnia na katano soume an isqÔei h thlep�jeia twn didÔmwn kai thn opoÐa agap¸ polÔ

kai ton Sez�ri ton m�gka. Ton StaÔro kai thn RÐta pou me apodèqthkan kai jèlw na

pisteÔw ìti me èniwsan dikì touc �njrwpo. Fusik�, de mpor¸ par� na euqarist sw

me ìlh mou thn kardi� to monadikì �njrwpo pou èniwse me ton qeirìtero trìpo ti ja

pei na èqeic ènan �njrwpo mèsa sto spÐti sou pou mènei amÐlhtoc kai skeftikìc gia

¸rec ateleÐwtec, skummènoc p�nw apì amètrhta qarti� kai biblÐa, karfwmènoc ston

upologist , monÐmwc me èna stulì sto qèri kai skujrwpìc ìtan ta pr�gmata den p�ne

ìpwc ta fantazìtan. Epomènwc, BÐku mou, p�nw ap� ìla ja  jela na se euqarist sw

gia thn upomon  sou; de lèw ìti den thn èqasec orismènec forèc, all� ti pio fusiolo-

gikì apì autì? Se agap¸ polÔ kai eÐsai o shmantikìteroc lìgoc pou ìla aut� èginan

efikt�!
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Sth BÐku gia thn ag�ph kai thn amèristh sumpar�stas  thc, ston patèra mou SpÔro,

sth mhtèra mou RoÔla kai sthn aderf  mou EuaggelÐa. EÐste ta p�nta gia mèna ...
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Kef�laio 1

Eisagwg 

1.1 Paradosiak� Katanemhmèna Sust mata

Sta paradosiak� katanemhmèna sust mata h sun jhc upìjesh eÐnai ìti k�je pr�-

ktorac tou sust matoc, dhlad  k�je anex�rthth upologistik  mon�da (pijan¸c efodia-

smènh me k�poiouc aisjht rec), eÐnai tìso upologistik� isqur  ìso kai mÐa aitiokratik 

mhqan  Turing. Epomènwc, sta paradosiak� katanemhmèna sust mata fantazìmaste

mÐa sullog  autìnomwn upologist¸n (isqur¸n upologistik¸n mon�dwn) pou mèsw k�-

poiac diktÔwshc mporoÔn na epikoinwnoÔn metaxÔ touc (p.q. mporeÐ na antall�ssoun

mhnÔmata mèsw kalwdÐwn).

Ta katanemhmèna sust mata qrhsimopoioÔntai kajhmerin� sto q¸ro twn epiqeir -

sewn, thc ekpaÐdeushc, thc dhmìsiac dioÐkhshc all� akìma kai sto spÐti, idiaÐtera stic

mèrec mac, ìpou o pagkìsmioc istìc epitrèpei thn prìsbash se dedomèna anexart -

twc thc gewgrafik c touc topojesÐac. Oi jemeli¸deic duskolÐec pou prèpei na anti-

metwpistoÔn apì èna katanemhmèno sÔsthma sqetÐzontai kurÐwc me touc akìloujouc

par�gontec:

• AsÔgqronh ektèlesh diergasi¸n: to eterogenèc perib�llon ektèleshc twn dier-

1



gasi¸n den epitrèpei ton apìluto   èstw kai sqetikì entopismì thc qronik c

stigm c emf�nishc sugkekrimènwn katast�sewn tou sust matoc.

• Periorismènh topik  gn¸sh: efìson k�je upologistik  mon�da eÐnai en merh

mìno gia tic plhroforÐec pou mporeÐ na prospel�sei, diajètei mia saf¸c perio-

rismènh optik  eikìna thc sunolik c kat�stashc touc sust matoc.

• Sf�lmata: k�je mia apì tic upologistikèc mon�dec pou apoteloÔn to sÔsth-

ma mporeÐ na antimetwpÐsei k�poio sf�lma, jètontac orismènec mon�dec ektìc

leitourgÐac.

H JewrÐa tou Katanemhmènou UpologismoÔ èqei wc basikì stìqo thn epÐteuxh e-

nìc plaisÐou ergasÐac gia ta katanemhmèna sust mata mèsw tou opoÐou ja mporèsoume

na entopÐsoume ta jemeli¸dh probl mata pou emfanÐzontai sthn pleioyhfÐa twn kata-

st�sewn pou antimetwpÐzoun ta katanemhmèna sust mata kai na epiqeir soume na ta

orÐsoume me saf neia. Epomènwc, mac dÐnetai h dunatìthta na sqedi�soume kai na ana-

lÔsoume thn apìdosh algorijmik¸n lÔsewn gia thn epÐlush twn problhm�twn kai na

apodeÐxoume thn orjìthta kai bèltisth leitourgÐa touc. Me �lla lìgia, epiqeiroÔme na

montelopoi soume se èna afairetikì jewrhtikì plaÐsio ta sust mata aut�, ètsi ¸ste

na mporèsoume na katal xoume se orismèna kajolik� kai apodedeigmèna sumper�smata

sqetik� me thn eggen  poluplokìtht� touc kai tic upologistikèc touc dunatìthtec,

kat� trìpo an�logo me autìn pou akolouj jhke (kai suneqÐzei na akoloujeÐtai mèqri

kai s mera) gia touc sumbatikoÔc upologistèc.

1.2 DÐktua Aisjht rwn

H sÔgqronh prìodoc sthn teqnologÐa twn mikro-elektro-mhqanik¸n susthm�twn

(MEMS), twn asÔrmatwn epikoinwni¸n kai thc yhfiak c hlektronik c èqei katast sei

dunat  thn an�ptuxh kìmbwn aÐsjhshc qamhloÔ kìstouc (ligìtero apì 1$ Hnwmènwn
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Politei¸n an� tem�qio), qamhl c katan�lwshc enèrgeiac pou mporoÔn na epiteloÔn

pollèc leitourgÐec. Oi aisjht rec autoÐ èqoun polÔ mikrì mègejoc (p.q. stìqoc

tou progr�mmatoc SmartDust [56]  tan to mègejoc autì na mhn xepern�ei ta lÐga

tetragwnik� qiliost�) kai èqoun dunatìthtec topik c asÔrmathc epikoinwnÐac. AutoÐ

oi tìso mikroÐ kìmboi aÐsjhshc èqoun k�nei efikt  th dhmiourgÐa diktÔwn aisjht rwn

ta opoÐa basÐzoun th leitourgikìtht� touc sthn sunergasÐa enìc meg�lou arijmoÔ

tètoiwn kìmbwn.

'Enac kìmboc aÐsjhshc apoteleÐtai apì pènte kÔriec sunist¸sec:

• 'Enan elegkt  (kentrik  mon�da epexergasÐac tou kìmbou) gia na epexerg�zetai

ìla ta sqetik� dedomèna kai na mporeÐ na ekteleÐ k¸dik�.

• K�poia mn mh gia na apojhkeÔei progr�mmata kai endi�mesa dedomèna; sun jwc,

diaforetikoÐ tÔpoi mn mhc qrhsimopoioÔntai gia ta progr�mmata kai ta dedomèna.

• Aisjht rec kai mhqanismoÔc kÐnhshc pou apoteloÔn ta mèsa allhlepÐdrashc tou

kìmbou me ton èxw kìsmo: eÐnai suskeuèc pou parathroÔn   elègqoun fusikèc

paramètrouc tou perib�llontoc.

• K�poio mhqanismì epikoinwnÐac: h diktÔwsh twn kìmbwn apaiteÐ thn enswm�twsh

se autoÔc k�poiac suskeu c pou na èqei th dunatìthta apostol c kai l yhc

plhroforÐac mèsw enìc asÔrmatou kanalioÔ.

• Paroq  isqÔoc: Sun jwc, oi kìmboi den èqoun k�poia stajer  paroq  isqÔoc

(se orismènec efarmogèc mporeÐ na eÐnai dunat  h Ôparxh hliak¸n kuyel¸n  

�llwn mhqanism¸n periorismènhc �ntlhshc enèrgeiac apì to perib�llon) kai wc

ek toÔtou eÐnai aparaÐthth h Ôparxh k�poiou tÔpou enswmatwmènhc mpatarÐac gia

thn paroq  enèrgeiac ston kìmbo.

H genik  idèa eÐnai ìti ènac meg�loc arijmìc kìmbwn aÐsjhshc topojeteÐtai se

k�poio perib�llon (p.q. d�soc, pot�mi, ktÐrio k.o.k.) gia na parathreÐ orismènec
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paramètrouc tou perib�llontoc. Oi kìmboi qrhsimopoioÔn touc aisjht rec kai touc

mhqanismoÔc kÐnhshc touc opoÐouc diajètoun gia na allhlepidroÔn me to perib�llon kai

epikoinwnoÔn metaxÔ touc kai me k�poio stajmì b�shc o opoÐoc sullègei ta dedomèna

twn parathr sewn kai twn upologism¸n tou sust matoc (diktÔou). Gia par�deigma,

mporoÔme na fantastoÔme th rÐyh meg�lou pl jouc aisjht rwn, apì aèroc, se èna

d�soc me skopì thn dhmiourgÐa enìc diktÔou pou ja anal�bei na shmaÐnei sunagermì

e�n aniqneuteÐ purkagi� sto d�soc.

Epomènwc, èna dÐktuo aisjht rwn mporoÔme na poÔme ìti apoteleÐtai apì èna me-

g�lo arijmì kìmbwn aÐsjhshc oi opoÐoi parat�ssontai eÐte entìc tou fainomènou (p.q.

entìc enìc ergostasÐou me diarro  radienèrgeiac) eÐte polÔ kont� se autì. H akrib c

jèsh twn kìmbwn den ofeÐlei aparaÐthta na eÐnai prosqediasmènh. Autì epitrèpei thn

tuqaÐa diaspor� se mh prosb�simec perioqèc   perioqèc pou èqoun plhgeÐ apì k�poia

katastrof . Apì thn �llh meri�, autì shmaÐnei epÐshc ìti ta prwtìkolla kai oi al-

gìrijmoi pou sqedi�zontai gia dÐktua aisjht rwn ja prèpei na diajètoun ikanìthtec

auto-org�nwshc. 'Ena �llo monadikì qarakthristikì twn diktÔwn aisjht rwn eÐnai h

sunergatik  touc leitourgÐa. Kaj¸c oi kìmboi eÐnai efodiasmènoi me epexergastikèc

mon�dec, antÐ na apostèlloun ìla ta dedomèna sto stajmì b�shc gia epexergasÐa, a-

nalamb�noun me katanemhmèno trìpo na ekteloÔn aploÔc upologismoÔc (sunergatik�)

kai apostèlloun mìno ta aparaÐthta kai ta merik¸c epexergasmèna dedomèna sth b�sh.

Ta dÐktua aisjht rwn brÐskoun plhj¸ra efarmog¸n. K�poiec apì autèc eÐnai h

ugeÐa, h dieukìlunsh thc kajhmerin c zw c twn anjr¸pwn (p.q. èxupna ktÐria), h exoi-

konìmhsh enèrgeiac, oi stratiwtikèc epiqeir seic kai h asf�leia. Wc èna par�deigma

axÐzei na anafèroume thn idèa twn èxupnwn ktirÐwn. EÐnai gegonìc ìti ta sÔgqrona

ktÐria spataloÔn ter�stiec posìthtec enèrgeiac lìgw mh apodotik c kataskeu c wc

proc thn ugrasÐa, ton exaerismì kai ton klimatismì. 'Ena dÐktuo aisjht rwn mpo-

reÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na elègqei ìlec autèc tic paramètrouc kai na tic rujmÐzei

an�loga me tic an�gkec. UpologÐzetai ìti me th qr sh tètoiwn susthm�twn ja exoiko-
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nomhjoÔn mìno stic HPA dÔo tetr�kic ekatommÔria jermikèc mon�dec. Sthn ousÐa, ta

dÐktua aisjht rwn eÐnai se jèsh na parèqoun ston telikì qr sth epiprìsjeth eufuÐa

kai kalÔterh katanìhsh tou ek�stote perib�llontoc. To ìrama eÐnai ìti sto mèl-

lon ta AsÔrmata DÐktua Aisjht rwn (ADA) ja apoteloÔn èna anapìspasto komm�ti

thc kajhmerin c zw c twn anjr¸pwn, Ðswc se megalÔtero bajmì ap� ìti oi shmerinoÐ

sumbatikoÐ upologistèc.

H pragmatopoÐhsh tètoiwn efarmog¸n apaiteÐ th qr sh asÔrmatwn teqnik¸n ad

hoc diktÔwshc. Parìti plhj¸ra prwtokìllwn kai algorÐjmwn èqei protajeÐ gia ta

paradosiak� asÔrmata ad hoc dÐktua, aut� den ikanopoioÔn ta monadik� qarakthristik�

kai tic apait seic twn efarmog¸n twn diktÔwn aisjht rwn. Oi basikèc diaforèc twn

dÔo teqnologi¸n eÐnai oi ex c:

• To pl joc twn kìmbwn se èna dÐktuo aisjht rwn eÐnai arketèc t�xeic megèjouc

megalÔtero.

• Oi kìmboi aÐsjhshc parat�ssontai se pukn  di�taxh.

• Oi kìmboi aÐsjhshc eÐnai epirrepeÐc se sf�lmata kai bl�bec.

• H topologÐa enìc diktÔou aisjht rwn metab�lletai polÔ suqn�.

• Oi kìmboi aÐsjhshc èqoun polÔ periorismènh enèrgeia, mn mh kai upologistikèc

dunatìthtec.

• Oi kìmboi aÐsjhshc mporeÐ na mhn èqoun monadikoÔc prosdioristèc lìgw tou

meg�lou touc pl jouc (se peript¸seic ìpou h diajèsimh mn mh touc eÐnai polÔ

periorismènh).
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1.3 Prwtìkolla Plhjusm¸n

1.3.1 Eisagwg 

Sun jwc, ta dÐktua aisjht rwn apoteloÔntai apì mazikèc posìthtec fthn¸n kìm-

bwn aÐsjhshc (touc opoÐouc ja kaloÔme pr�ktorec) kai oi pìroi pou eÐnai diajèsimoi

se k�je kìmbo eÐnai wc epÐ to pleÐston exairetik� periorismènoi. Tètoioi periorismoÐ

mporoÔn na xeperastoÔn e�n o sqediast c tou sust matoc mporeÐ na elègxei ton trìpo

me ton opoÐo sumbaÐnoun oi allhlepidr�seic metaxÔ twn praktìrwn. Se aut  thn perÐ-

ptwsh, akìma kai pr�ktorec peperasmènwn katast�sewn mporoÔn na organwjoÔn se

kuyeloeid  autìmata [55] me upologistik  isqÔ isodÔnamh me grammikoÔ q¸rou mhqa-

nèc Turing. 'Opwc parat rhsan oi Angluin k.lp sthn (ergasÐa) [7], e�n o sqediast c

tou sust matoc de mporeÐ na elègxei autèc tic allhlepidr�seic, tìte den eÐnai kajìlou

safèc poia eÐnai ta upologistik� ìria.

Jewr ste èna asÔrmato dÐktuo aisjht rwn sto opoÐo oi kìmboi aÐsjhshc kinoÔn-

tai sÔmfwna me k�poio prìtupo kÐnhshc to opoÐo de mporoÔn na elègxoun. Autì to

eÐdoc kÐnhshc eÐnai gnwstì wc pajhtik  kÐnhsh [7]. FantasteÐte, gia par�deigma, ìti

ekatommÔria tètoioi kìmboi rÐqnontai se èna tuf¸na gia na melet soun sunergatik� ta

di�fora qarakthristik� tou. Orismènec endiafèrousec metrikèc (qwrÐc na prospoioÔ-

maste gn¸sh tou jèmatoc) ja mporoÔsan na eÐnai h mèsh   mègisth barometrik  pÐesh,

h uyhlìterh jermokrasÐa,   k�poia sugkentrwtik� dedomèna sqetik� me thn taqÔthta

tou anèmou kont� sto m�ti tou kukl¸na. Se autì to sen�rio h kÐnhsh twn kìmbwn

aÐsjhshc akoloujeÐ k�poia sullog  enallassìmenwn katanom¸n pijanìthtac, oi o-

poÐec, wc apotèlesma enìc fusikoÔ fainomènou, eÐnai en gènei apolÔtwc aprìbleptec

(opoiod pote �llo fusikì fainìmeno pou parèqei afjonÐa kinhtik c enèrgeiac ja  tan

antiproswpeutikì). Oi pr�ktorec prèpei na aisjanjoÔn to perib�llon touc an�loga

me thn eper¸thsh tou qr sth kai en suneqeÐa na allhlepidr�soun me ton upìloipo
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plhjusmì praktìrwn oÔtwc ¸ste na p�roun mÐa sullogik  apìfash   na upologÐsoun

sunergatik� k�poia zhtoÔmenh sun�rthsh p�nw stic eisìdouc twn aisjht rwn.

MÐa allhlepÐdrash metaxÔ dÔo praktìrwn lamb�nei q¸ra ìtan oi pr�ktorec èrqon-

tai epark¸c kont� o ènac me ton �llon ètsi ¸ste h epikoinwnÐa na kajÐstatai efikt  (o

ènac ja prèpei na eisèljei sthn embèleia tou �llou). H sun jhc upìjesh (thn opoÐa

akoloujoÔme se ìlh thn paroÔsa ergasÐa) eÐnai ìti h epikoinwnÐa eÐnai dipl c kateÔ-

junshc parìti di�foroi tÔpoi epikoinwnÐac èqoun melethjeÐ sth sqetik  bibliografÐa

[11, 12]. Epiprìsjeta, upojètoume ìti oi pr�ktorec epikoinwnoÔn kat� diatetagmèna

zeÔgh (u, v), ìpou o u paÐzei to rìlo tou muht  kai o v tou apokrinìmenou. Oi diakritoÐ

rìloi twn dÔo summeteqìntwn apoteleÐ mÐa jemelei¸dh upìjesh r xhc thc summetrÐac.

1.3.2 Tupikìc Orismìc tou Montèlou

Tupik�, èna Prwtìkollo Plhjusm¸n (PP) [7] eÐnai mÐa 6-�da (X,Y, Q, I, O, δ),

ìpou ta X, Y kai Q eÐnai ìla peperasmèna sÔnola kai

1. X eÐnai to alf�bhto eisìdou,

2. Y eÐnai to alf�bhto exìdou,

3. Q eÐnai to sÔnolo katast�sewn,

4. I : X → Q eÐnai h sun�rthsh eisìdou,

5. O : Q→ Y eÐnai h sun�rthsh exìdou kai

6. δ : Q×Q→ Q×Q eÐnai h sun�rthsh metab�sewn.

E�n δ(a, b) = (a′, b′) tìte to (a, b) → (a′, b′) kaleÐtai met�bash kai orÐzontai oi

δ1(a, b) = a′ kai δ2(a, b) = b′.
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MÐa aploÔsteush pou dieukolÔnei th jewrhtik  melèth eÐnai ìti oi pr�ktorec ai-

sj�nontai tautìqrona to perib�llon touc apokrinìmenoi se k�poio kajolikì s ma ek-

kÐnhshc kai k�je ènac lamb�nei èna sÔmbolo eisìdou apì to X. Gia par�deigma, to

X ja mporoÔse na perilamb�nei ìlec tic pijanèc barometrikèc pièseic pou mporoÔn na

entopÐsoun oi aisjht rec twn praktìrwn. En suneqeÐa, ìloi oi pr�ktorec efarmìzoun

tautìqrona th sun�rthsh eisìdou I sta sÔmbola eisìdou touc oÔtwc ¸ste na diamor-

f¸soun thn arqik  touc kat�stash. Me aut  th diadikasÐa diamorf¸netai h arqik 

f�sh 1 tou sust matoc. Genikìtera, dojèntoc enìc plhjusmoÔ V , mÐa f�sh (plhju-

smoÔ) eÐnai mÐa apeikìnish C : V → Q pou anajètei mÐa kat�stash se k�je pr�ktora

tou plhjusmoÔ.

'Ena polÔ krÐsimo shmeÐo eÐnai ìti k�je epitrept  allhlepÐdrash metaxÔ twn pra-

ktìrwn mporeÐ na eÐnai h epìmenh pou ja sumbeÐ. Autì akrib¸c to gegonìc ermhneÔetai

wc mia eggen c antaitiokratÐa tou sust matoc. Tupik�, oi pr�ktorec eÐnai organwmènoi

se èna gr�fhma epikoinwnÐac G = (V, E), ìpou to V eÐnai ènac plhjusmìc n ≡ |V |

praktìrwn kai to E perigr�fei tic epitreptèc allhlepidr�seic. Den epitrèpontai ìla

ta graf mata epikoinwnÐac sta perissìtera praktik� sen�ria. Gia par�deigma, e�n den

up�rqoun kajìlou empìdia, tìte mporoÔme na upojèsoume ìti to gr�fhma epikoinw-

nÐac eÐnai p�nta pl rec, h opoÐa eÐnai kai h perÐptwsh pou melet�tai pio suqn�. Sto

�llo �kro, ja mporoÔsame akìma na èqoume jewr sei mìno graf mata grammèc   kai

pio sÔnjetec sullogèc periorismènwn grafhm�twn. Aut  akrib¸c h proepilog  twn

pijan¸n grafhm�twn epikoinwnÐac sullamb�netai apì thn ènnoia twn sump�ntwn gra-

fhm�twn. 'Ena sÔmpan grafhm�twn (  oikogèneia grafhm�twn) U eÐnai opoiod pote

sÔnolo grafhm�twn epikoinwnÐac. Ektìc ki an anafèretai diaforetik�, upojètoume

ìti ta upì je¸rhsh sÔmpanta grafhm�twn apoteloÔntai apì kateujunt� graf mata

epikoinwnÐac qwrÐc brìqouc kai pollaplèc akmèc. SumbolÐzoume me Gall to sÔmpan

1Στην εργασία αυτή ως επί το πλείστον, σε ό, τι αφορά τους όρους της Θεωρίας Υπολογισμού και
της Υπολογιστικής Πολυπλοκότητας, ακολουθούμε την ορολογία που ο Γεωργακόπουλος εισήγαγε στο
(βιβλίο) [36] μεταφράζοντας το [52] του Sipser.
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grafhm�twn pou apoteleÐtai apì ìla ta pijan� graf mata epikoinwnÐac opoioud pote

peperasmènou arijmoÔ kìmbwn megalÔterou   Ðsou tou 2 (den epitrèpoume to kenì gr�-

fhma, to gr�fhma me èna mìno kìmbo, oÔte �peira graf mata) kai me Gcon to uposÔnolo

tou Gall pou perilamb�nei mìno ta asjen¸c sunektik� graf mat� tou. Dojèntoc enìc

sÔmpantoc grafhm�twn U , èna PP trèqei stouc kìmbouc k�poiou G ∈ U .

'Estw oi f�seic plhjusmoÔ C kai C ′, kai èstw ìti u kai υ eÐnai dÔo diakritoÐ pr�kto-

rec. Lème ìti h C phgaÐnei sth C ′ mèsw thc sun�nthshc e = (u, υ) kai sumbolÐzoume

me C
e→ C ′, e�n

C ′(u) = δ1(C(u), C(υ)),

C ′(υ) = δ2(C(u), C(υ)), kai

C ′(w) = C(w), gia k�je w ∈ V − {u, υ}.

Lème ìti h C mporeÐ na p�ei sth C ′ se èna b ma (  par�gei th C ′) kai sumbolÐzoume

me C → C ′, an C
e→ C ′ gia k�poia sun�nthsh e ∈ E. Dhlad , h C mporeÐ na p�ei

sth C ′ se èna b ma, an up�rqei sun�nthsh mèsw thc opoÐac h C phgaÐnei sth C ′.

'Eqontac orÐsei thn duadik  sqèsh ��mporeÐ na p�ei se èna b ma sth�� epÐ tou sunìlou

twn f�sewn plhjusmoÔ, mporoÔme polÔ eÔkola na orÐsoume thn ��mporeÐ na p�ei sth��

(se èna   perissìtera b mata) wc thn metabatik  thc j kh. Tupik�, gr�foume C
∗→ C ′,

an up�rqei mÐa akoloujÐa f�sewn C = C0, C1, . . . , Ct = C ′, tètoia ¸ste Ci → Ci+1

gia k�je i, ìpou 0 ≤ i < t, kai sthn perÐptwsh aut  lème ìti h C ′ eÐnai prosb�simh

ap� th C (  h C ��ft�nei th�� C ′).

Oi Angluin k.lp sthn [7] montelopoÐhsan thn pajhtik  kÐnhsh mèsw enìc eqjrikoÔ

dromologht  pou apoteleÐ èna maÔro koutÐ gia to prwtìkollo kai o opoÐoc apl¸c epi-

lègei stoiqeÐa tou E gia na allhlepidr�soun sÔmfwna me th sun�rthsh metab�sewn δ

(ìloi oi pr�ktorec efarmìzoun thn Ðdia kajolik  sun�rthsh metab�sewn). O monadi-

kìc, all� anagkaÐoc, periorismìc pou epib�lletai ston eqjrikì dromologht  eÐnai ìti

ofeÐlei na eÐnai dÐkaioc ètsi ¸ste na mh diaqwrÐzei ton plhjusmì se mh epikoinwnoÔsec
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om�dec kai, ìpwc èxupna parathroÔn oi Aspnes kai Ruppert sthn [12], na apotrapeÐ h

pijanìthta oi pr�ktorec na epikoinwnoÔn p�nta se ��mh bolikèc�� (gia thn exèlixh tou

upologismoÔ) qronikèc stigmèc.

MÐa ektèlesh eÐnai mia peperasmènh   �peirh akoloujÐa f�sewn C0, C1, C2, . . . tè-

toia ¸ste gia k�je i ≥ 0, Ci → Ci+1. MÐa �peirh ektèlesh eÐnai dÐkaih, e�n gia k�je

zeÔgoc diamorf¸sewn plhjusmoÔ C kai C ′, tètoiwn ¸ste C → C ′, an h C emfanÐzetai

�peiro arijmì for¸n sthn ektèlesh tìte to Ðdio isqÔei kai gia th C ′. 'Enac upologismìc

orÐzetai wc mia �peirh dÐkaih ektèlesh.

To gr�fhma metab�sewn T (A, G) enìc prwtokìllou A pou ekteleÐtai se èna gr�-

fhma epikoinwnÐac G (  apl¸c T ìtan eÐnai safèc poia eÐnai ta A kai G) eÐnai èna

kateujuntì gr�fhma tou opoÐou oi kìmboi eÐnai ìlec oi pijanèc f�seic kai tou opoÐou

oi akmèc eÐnai ìlec oi pijanèc metab�seic metaxÔ twn f�sewn. MÐa isqur� sunektik 

sunist¸sa enìc kateujuntoÔ graf matoc lègetai telik  an kai mìno an (ann) kamÐa

akm  pou xekin�ei apì k�poio kìmbo thc sunist¸sac den odhgeÐ se kìmbo ektìc aut c.

Je¸rhma 1. 'Estw Ξ = C0, C1, . . . mÐa �peirh ektèlesh tou A sto G, FΞ to sÔnolo

twn f�sewn pou emfanÐzontai �peiro arijmì for¸n sthn Ξ kai TFΞ
to epagìmeno upo-

gr�fhma tou T (A, G) apì to FΞ. H Ξ eÐnai ènac upologismìc (dhlad  eÐnai epiprìsjeta

dÐkaih) ann to TFΞ
eÐnai mÐa telik  isqur� sunektik  sunist¸sa tou T (A, G).

Apìdeixh. To ��mìno e�n�� mèroc apodeÐqthke sthn [7]. ApodeiknÔoume ed¸ to ��e�n��

mèroc. 'Estw ìti to TFΞ
eÐnai mÐa telik  isqur� sunektik  sunist¸sa tou T (A, G)

kai ìti h Ξ den eÐnai dÐkaih (dhlad  ìti den isqÔei h d lwsh tou ��e�n�� mèrouc). Tìte

up�rqei k�poia f�sh C ∈ FΞ kai mÐa C ′ /∈ FΞ tètoiec ¸ste (t.¸.) C → C ′. 'Omwc

autì antibaÐnei sto gegonìc ìti h TFΞ
eÐnai telik .
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1.3.3 Stajerìc Upologismìc

Se aut� ta sust mata oi upologismoÐ ex� orismoÔ den termatÐzoun. Sthn pragmati-

kìthta, o Ðdioc o orismìc tou upologismoÔ emperièqei thn eggen  adunamÐa aut¸n twn

susthm�twn na aniqneÔsoun ton termatismì, to opoÐo ofeÐletai kurÐwc stic idiìthtec

omoiomorfÐac kai anwnumÐac twn prwtokìllwn plhjusm¸n. H omoiomorfÐa apaiteÐ oi

perigrafèc twn prwtokìllwn na eÐnai anex�rthtec tou n kai h anwnumÐa apaiteÐ to

sÔnolo twn katast�sewn na eÐnai epark¸c mikrì oÔtwc ¸ste na mhn up�rqei arketìc

q¸roc stic katast�seic twn praktìrwn gia monadikoÔc prosdioristèc (tautìthtec).

Ant� autoÔ oi upologismoÐ apaiteÐtai na stajeropoioÔntai se k�poia swst  koin   

katanemhmènh tim . Oi Angluin k.lp qrhsimopoÐhsan sunart seic p�nw se anajèseic

eisìdou oÔtwc ¸ste na tupopoi soun tic prodiagrafèc twn prwtokìllwn. Gia par�-

deigma, mÐa fusik  er¸thsh sto par�deigma me ton tuf¸na ja mporoÔse na eÐnai e�n

toul�qiston pènte pr�ktorec parat rhsan barometrik  pÐesh megalÔterh apì k�poia

stajer� c (h opoÐa pijanìn diaqwrÐzei tic pièseic se qamhlèc kai auxhmènec). Autì pou

pragmatik� perimènoume apì èna prwtìkollo pou lÔnei autì to prìblhma eÐnai p�nta

na stajeropoieÐtai (sugklÐnei) se peperasmèno arijmì bhm�twn sth swst  ap�nthsh.

AfoÔ mÐa tètoia eper¸thsh èqei duadikì sÔnolo tim¸n (apant sewn), gegonìc pou thn

kajist� kathgìrhma, jèloume ìloi oi pr�ktorec na d¸soun thn èxodo 1 ìtan to kath-

gìrhma eÐnai alhjèc kai thn èxodo 0 diaforetik�, h opoÐa eÐnai mÐa sÔmbash pou k�noume

sqetik� me ton trìpo me ton opoÐo diab�zoume thn èxodo tou prwtokìllou. AfoÔ o

basikìc mac stìqoc se aut  thn ergasÐa eÐnai na melet soume thn upologistik  isqÔ

twn upì melèth montèlwn, mporoÔme qwrÐc bl�bh thc genikìthtac (q.b.t.g.) na epi-

kentrwjoÔme apokleistik� kai mìno se kathgor mata [12], parìti sthn [7] parèqontai

genikoÐ orismoÐ gia sunart seic kai proteÐnontai pollèc akìma sumb�seic exìdou.

Tupik�, h eÐsodoc (epÐshc gnwst  kai wc an�jesh eisìdou) se èna PP A mporeÐ na

eÐnai k�je x ∈ X∗, ìpou X∗ = {σ1σ2 . . . σk | k ≥ 0 kai σi ∈ X}. Sthn pragmatikìthta,
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k�je tètoio x = σ1σ2 . . . σn mporeÐ na eÐnai h eÐsodoc gia to A ìtan autì trèqei se ènan

plhjusmì megèjouc n. Autì gÐnetai efiktì upojètontac mÐa aujaÐreth di�taxh p�nw

sto sÔnolo twn praktìrwn h opoÐa den eÐnai gnwst  stouc Ðdiouc touc pr�ktorec. Gia

par�deigma ja mporoÔsame na sumfwn soume ìti V = {1, 2, . . . , n} kai ìti o pr�ktorac

i, 1 ≤ i ≤ n, paÐrnei wc eÐsodo (aisj�netai) to sÔmbolo σi thc x. Oi prodiagrafèc

tou prwtokìllou A mporeÐ na eÐnai opoiod pote kathgìrhma p : X∗ → {0, 1} to opoÐo

mporoÔme na to jewr soume kai wc thn antÐstoiqh gl¸ssa tou, Lp = {x ∈ X∗ | p(x) =

1}. OmoÐwc k�je L ⊆ X∗ antistoiqeÐ sto kathgìrhma pL epÐ tou X∗ to opoÐo orÐzetai

wc pL(x) = 1 ann x ∈ L.

MÐa an�jesh exìdou eÐnai mÐa sun�rthsh y : V → Y pou perigr�fei tic exìdouc enìc

prwtokìllou plhjusm¸n. 'Estw Y = Y V to sÔnolo ìlwn twn anajèsewn exìdou kai

omoÐwc C = QV to sÔnolo ìlwn twn f�sewn. K�je f�sh C antistoiqeÐ se mÐa an�jesh

exìdou yC pou prokÔptei efarmìzontac th sun�rthsh exìdou O sthn kat�stash pou

èqei k�je pr�ktorac kat� th f�sh C. Sunep¸c, h yC eÐnai h sÔnjeth sun�rthsh O◦C,

dhlad  yC(u) = O(C(u)), gia k�je u ∈ V . EpekteÐnoume thn O se mÐa apeikìnish apì

f�seic se anajèseic exìdou, O : C → Y , gr�fontac O(C) = yC . Epomènwc, an q eÐnai

h kat�stash pou èqei o pr�ktorac u sth f�sh C (dhlad , C(u) = q), tìte to sÔmbolo

exìdou tou pr�ktora u sthn an�jesh exìdou O(C) eÐnai O(q).

MÐa f�sh C ja kaleÐtai stajer c exìdou, e�n O(C ′) = O(C), gia k�je C ′ pou

eÐnai prosb�simh ap� thn C. Diaisjhtik�, to na ft�sei o upologismìc se mÐa stajer c

exìdou f�sh C shmaÐnei ìti ìpoio monop�ti f�sewn kai na akolouj sei o upologismìc

apì ekeÐ kai èpeita, oi f�seic autèc ja antistoiqoÔn p�ntote sthn Ðdia an�jesh exìdou

O(C), dhlad  h èxodoc k�je pr�ktora ja paramènei se k�je b ma amet�blhth.

'Ena kathgìrhma p epÐ tou X∗ lègetai ìti eÐnai stajer� upologÐsimo apì to mo-

ntèlo PP sto sÔmpan grafhm�twn U , e�n up�rqei èna PP A t.¸. gia k�je an�jesh

eisìdou x ∈ X∗, k�je upologismìc tou A, se k�je gr�fhma epikoinwnÐac apì to
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{G ∈ U | |V (G)| = |x|}, pou xekin� apì thn arqik  f�sh pou antistoiqeÐ sthn x

ft�nei se mÐa stajer c exìdou f�sh sthn opoÐa ìloi oi pr�ktorec dÐnoun wc èxodo

p(x).

H èreuna arqik� epikentr¸jhke se pl rh graf mata epikoinwnÐac. AxÐzei na pa-

rathr sei kaneÐc ìti h plhrìthta tou graf matoc epikoinwnÐac, se sunduasmì me to

gegonìc ìti oi pr�ktorec eÐnai panomoiìtupoi kai den èqoun monadikoÔc prosdioristèc,

sunep�getai ìti ta stajer� upologÐsima kathgor mata prèpei na eÐnai summetrik�. Ge-

nik�, èna kathgìrhma p eÐnai summetrikì an gia k�je x ∈ X∗ kai k�je x′ pou apoteleÐ

mÐa antimet�jesh twn sumbìlwn thc x, isqÔei ìti p(x) = p(x′) (me lìgia, h antimet�je-

sh twn sumbìlwn eisìdou den ephre�zei thn tim  tou kathgor matoc). ApodeiknÔoume

èna L mma pou ja faneÐ qr simo sth sunèqeia.

L mma 1. To kathgìrhma p eÐnai summetrikì ann h antÐstoiqh gl¸ssa Lp eÐnai

summetrik .

Apìdeixh. E�n to p eÐnai summetrikì tìte kamÐa antimet�jesh de leÐpei apì to st rigm�

tou p−1(1). 'Omwc, Lp = p−1(1) (akrib¸c ekeÐnec oi sumboloseirèc pou kajistoÔn to

kathgìrhma alhjèc), sunep¸c h Lp eÐnai summetrik . E�n h Lp eÐnai summetrik  tìte

to p−1(1) eÐnai kai autì summetrikì kai to Ðdio ja prèpei na isqÔei kai gia to p−1(0),

diaforetik� oÔte to p−1(1) ja  tan (k�poia antimet�jesh pou leÐpei apì to p−1(0) ja

an ke sto p−1(1)).

Lìgw thc antistoiqÐac pou prokÔptei apì to L mma 1 qrhsimopoioÔme ton ìro

��summetrikì�� tìso gia kathgor mata ìso kai gia gl¸ssec.

Sthn [7] oi suggrafeÐc, metaxÔ �llwn, edraÐwsan ìti k�je hmigrammikì kathgì-

rhma  , isodÔnama [34], k�je kathgìrhma pou mporeÐ na oristeÐ mèsw logik¸n tÔpwn

pr¸thc-t�xhc thc Presburger arijmhtik c [48], eÐnai stajer� upologÐsimo apì to mo-

ntèlo PP. Epilèon, stic [8, 11] apodeÐqjhke ìti autìc o egkleismìc isqÔei me isìthta
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gegonìc pou odhgeÐ ston akìloujo akrib  qarakthrismì thc kl�shc twn upologÐsimwn

kathgorhm�twn se pl rh graf mata: 'Ena kathgìrhma eÐnai stajer� upologÐsimo apì

to montèlo PP ann eÐnai hmigrammikì.

H kl�sh twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn eÐnai mÐa sqetik� mikr  kl�sh. Gia pa-

r�deigma, den perilamb�nei ginìmena metablht¸n, Ôywsh se dÔnamh kaj¸c kai pollèc

�llec fusikèc pr�xeic metablht¸n eisìdou. Epiprìsjeta, oi Delporte-Gallet k.lp [30]

èdeixan ìti ta prwtìkolla plhjusm¸n mporoÔn na aneqtoÔn mìno O(1) suntriptikèc

bl�bec kai oÔte èna Buzantinì pr�ktora. Autèc oi adunamÐec  tan anapìfeuktec dedo-

mènou ìti to montèlo PP epÐthdec sqedi�sthke oÔtwc ¸ste na eÐnai minimalistikì.

1.3.4 StajeropoioÔmenec EÐsodoi

MÐa akìma pijanìthta eÐnai to na af soume tic eisìdouc tou plhjusmoÔ na amfi-

talanteÔontai (na metab�loun thn tim  touc) kai apl¸c na apait soume aut  h sumpe-

rifor� na paÔei met� apì peperasmèno arijmì bhm�twn. Aut  eÐnai h parallag  tou

montèlou PP me stajeropoioÔmenec eisìdouc [5]. Ed¸ upojètoume ìti ìloi oi pr�kto-

rec brÐskontai arqik� se k�poia arqik  kat�stash q0 (dhlad , den orÐzetai sun�rthsh

eisìdou) kai h sun�rthsh metab�sewn eÐnai t¸ra thc morf c

δ : (Q×X)× (Q×X)→ Q×Q.

K�je pr�ktorac eÐnai sa na èqei dÔo sunist¸sec sthn kat�stas  tou, ìpou h pr¸th

eÐnai aut  kaj� eaut  h kat�stash tou pr�ktora apì to sÔnolo Q kai h deÔterh paÐzei

to rìlo mÐac jÔrac eisìdou tic opoÐac to lhfjèn sÔmbolo mporeÐ na all�xei aujaÐreta

metaxÔ dÔo allhlepidr�sewn all� telik� 2 ja stajeropoihjeÐ. Ed¸, h sun�rthsh e-

xìdou efarmìzetai stic sunist¸sec katast�shc twn praktìrwn. Sthn [5] apodeÐqjhke

ìti ìla ta hmigrammik� kathgor mata mporoÔn na upologistoÔn me stajeropoioÔmenec

eisìdouc, to opoÐo, se sunduasmì me ton proanaferjènta akrib  qarakthrismì gia ta

2 ΄Οποτε χρησιμοποιούμε τον όρο ‘‘τελικά’’ υπονοούμε ‘‘σε πεπερασμένο αριθμό βημάτων’’.
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prwtìkolla plhjusm¸n, sunep�getai ìti k�je prwtìkollo plhjusm¸n gia stajerèc

eisìdouc mporeÐ na prosarmosteÐ oÔtwc ¸ste na douleÔei me stajeropoioÔmenec eisì-

douc. Epiplèon, h [8] kajièrwse ìti tÐpota plèon twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn de

mporeÐ na upologisteÐ apì thn parallag  me stajeropoioÔmenec eisìdouc.

1.3.5 Belti¸nontac to Montèlo

H sunolik  ergasÐa twn Angluin k.lp èrixe fwc kai �noixe to drìmo proc mÐa apo-

lÔtwc nèa kai poll� uposqìmenh kateÔjunsh. H èlleiyh elègqou p�nw sto prìtupo

twn allhlepidr�sewn, kaj¸c kai h eggen c antaitiokratÐa tou, od ghsan sth dhmiour-

gÐa mÐac poikilÐac nèwn jewrhtik¸n montèlwn gia ADA. Ta montèla aut� antloÔn

to megalÔtero mèroc thc omorfi�c touc akrib¸c apì thn adunamÐa touc na organ¸-

soun tic allhlepidr�seic me èna bolikì kai proapofasismèno trìpo. 'Opwc eÐdame stic

prohgoÔmenec enìthtec, to montèlo PP  tan h minimalistik  afethrÐa autoÔ tou pedÐou

èreunac. Oi perissìterec prosp�jeiec sugkentr¸nontai t¸ra proc thn kateÔjunsh thc

enÐsqushc-beltÐwshc tou montèlou twn Angluin k.lp me epiplèon realistikèc kai ulo-

poi simec paradoqèc, oÔtwc ¸ste na apokt sei perissìterh upologistik  isqÔ kai/ 

na epitaqunjeÐ o qrìnoc sÔgklishc kai/  na beltiwjeÐ h anoq  se bl�bec. Di�forec

uposqìmenec prosp�jeiec èqoun emfanisteÐ pou kinoÔntai proc aut  thn kateÔjunsh.

Se k�je perÐptwsh, h beltÐwsh tou montèlou sunodeÔetai apì mÐa logik  kai uyÐsthc

shmasÐac er¸thsh: Poia eÐnai, epakrib¸c, h kl�sh twn kathgorhm�twn pou upologÐ-

zontai apì to nèo montèlo?

MÐa idèa eÐnai na epitrèyoume k�poia eterogèneia sto montèlo ètsi ¸ste k�poioi

pr�ktorec na diajètoun perissìterh upologistik  isqÔ apì touc upìloipouc. Para-

deÐgmatoc q�rh, ja mporoÔse ènac stajmìc b�shc na apoteleÐ èna epiplèon mèroc tou

diktÔou me ton opoÐo oi pr�ktorec epitrèpetai na epikoinwnoÔn [13].

MÐa akìma epèktash  tan to montèlo twn Prwtokìllwn Koinwni¸n (PK) twn Guer-
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raoui kai Ruppert [39], sto opoÐo oi pr�ktorec èqoun ergostasiakoÔc monadikoÔc pro-

dioristèc oi opoÐoi eÐnai mìno gia an�gnwsh kai èqoun epilegeÐ apì èna �peiro sÔnolo

monadik¸n prosdiorist¸n. Epiprìsjeta, k�je pr�ktorac mporeÐ na apojhkeÔsei mèqri

k�poio stajerì arijmì apì monadikoÔc prosdioristèc �llwn praktìrwn. Sto montèlo

autì, oi pr�ktorec mporoÔn mìno na sugkrÐnoun touc monadikoÔc prosdioristèc, dhla-

d , kamÐa �llh pr�xh p�nw se autoÔc den epitrèpetai. Sthn [39] apodeÐqjhke (deÐte

epÐshc thn [12]) ìti to montèlo twn prwtokìllwn koinwni¸n eÐnai exairetik� isqurì: h

antÐstoiqh kl�sh, thn opoÐa sumbolÐzoume wc CP , apoteleÐtai apì ìla ta summetrik�

kathgor mata pou an koun sthn NSPACE(n log n). H apìdeixh basÐzetai sthn pro-

somoÐwsh mÐac parallag c thc Antaitiokratik c Mhqan c Metatrop c Apoj keushc

tou Schönhage [50, 51]. Epiplèon, apodeÐqjhke ìti e�n oi monadikoÐ prosdioristèc de

mporoÔn na tropopoihjoÔn lìgw blab¸n kai e�n k�poiec akìma anagkaÐec sunj kec

ikanopoioÔntai, tìte ta prwtìkolla koinwni¸n mporoÔn na aneqtoÔn O(1) BuzantinoÔc

pr�ktorec.

Sta epìmena kef�laia ja parousi�soume tic belti¸seic tou montèlou pou proteÐ-

noume emeÐc. Sugkekrimèna, sta Kef�laio 2 kai 3 ja parousi�soume to montèlo twn

Prwtokìllwn Plhjusm¸n me Diamesolabht . To nèo montèlo kai ta apotelèsmata

pou to sunodeÔoun èqoun emfanisteÐ epÐshc stic [45, 23, 18, 2, 24, 21, 27, 22, 26, 32, 35].

Sta Kef�laia 4 kai 5 ja parousi�soume to montèlo twn Pajhtik� kinoÔmenwn Mhqa-

n¸n. To montèlo autì kaj¸c kai ta apotelèsmata pou to sunodeÔoun èqoun emfanisteÐ

epÐshc stic [20, 19, 2, 26, 32].

1.3.6 Loipèc ProhgoÔmenec ErgasÐec

Stic [6, 7], pèra twn ìswn proanafèrjhkan, prot�jhke kai to pijanotikì montèlo

prwtokìllwn plhjusm¸n sto opoÐo o dromologht c epilègei tuqaÐa kai omoiìmorfa to

epìmeno zeÔgoc allhlepÐdrashc. Orismènec ergasÐec epikentr¸jhkan sthn (qronik )
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apìdosh basizìmenec se aut  thn upìjesh tuqaÐac dromolìghshc (deÐte p.q. thn [9]).

H [17] prìteine èna genikì orismì pijanotik¸n dromologht¸n kai mÐa sullog  nèwn

dÐkaiwn dromologht¸n kai apok�luye thn an�gkh gia prosarmostikìthta twn prwto-

kìllwn ìtan sumbaÐnoun fusikèc tropopoi seic sto prìtupo kÐnhshc. Stic [16, 28] oi

suggrafeÐc je¸rhsan mÐa upìjesh ter�stiou plhjusmoÔ (plhjusmoÔ pou teÐnei sto

�peiro) kai melèthsan th dunamik , th stajerìthta kai thn upologistik  isqÔ twn pi-

janotik¸n prwtokìllwn plhjusm¸n ekmetalleuìmenoi ta ergaleÐa kai tic teqnikèc thc

SuneqoÔc Mh Grammik c Dunamik c. Arketèc ergasÐec epikentr¸jhkan stic an�gkec

praktik¸n susthm�twn. Orismènec sumperièlaban bl�bec praktìrwn [30]. Prìsfata,

oi Bournez k.lp [15] exètasan thn pijanìthta melèthc twn prwtokìllwn plhjusm¸n

mèsw proseggÐsewn thc JewrÐac PaignÐwn. Tèloc, to statikì sÔgqrono pedÐo aisjh-

t rwn [3] eÐnai èna poll� uposqìmeno genikì montèlo pou prot�jhke prìsfata kai

to opoÐo montelopoieÐ dÐktua mikr¸n eterogen¸n suskeu¸n kai epiplèon epitrèpei thn

epexergasÐa p�nw se stajerèc roèc dedomènwn pou phg�zoun apì to perib�llon. To

teleutaÐo qarakthristikì apousi�zei pl rwc apì ta montèla pou parousi�zontai sthn

paroÔsa ergasÐa kai apaiteÐtai apì di�fora probl mata aÐsjhshc. PolÔ prìsfata,

melet jhke kai h sqèsh metaxÔ tou statikoÔ sÔgqronou pedÐou aisjht rwn kai tou

montèlou prwtokìllwn plhjusm¸n me diamesolabht  mèsw prosomoi¸sewn [4].

1.4 Suneisfor� thc Diatrib c

H basik  suneisfor� thc paroÔsac ergasÐac eÐnai dÔo nèa montèla gia tètoiou eÐ-

douc sust mata. 'Opwc èqei  dh anaferjeÐ, to pr¸to kaleÐtai montèlo Prwtokìllwn

Plhjusm¸n me Diamesolabht  (PPD) kai to deÔtero montèlo Pajhtik� kinoÔmenwn

Mhqan¸n (PM). Kai ta dÔo montèla pou proteÐnoume apoteloÔn genikeÔseic tou mo-

ntèlou twn prwtokìllwn plhjusm¸n. Akolouj¸ntac touc Angluin k.lp esti�zoume

ki emeÐc sthn upologistik  isqÔ twn nèwn montèlwn.
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K�je èna apì ta dÔo montèla èqei th dik  tou xeqwrist  axÐa. To men montèlo

PPD, parìti ligìtero realistikì, anadeiknÔei se ìlo thc to megaleÐo th sunergatik 

isqÔ aut¸n twn susthm�twn. Esti�zontac se pl rh graf mata epikoinwnÐac, arqi-

k� apodeiknÔoume ìti to montèlo PPD eÐnai upologistik� isqurìtero apì to montèlo

PP. Gia na to k�noume autì deÐqnoume ìti mporeÐ na upologÐsei èna kathgìrhma pou

perilamb�nei pollaplasiasmì metablht¸n. Aut  eÐnai kai h pr¸th èndeixh ìti h epiplè-

on mn mh pou èqoume eisag�gei metaxÔ twn praktìrwn mporeÐ Ðswc na qrhsimopoihjeÐ

susthmatik� oÔtwc ¸ste na epitrèyei eÔrutero upologismì. Sth sunèqeia, deÐqnou-

me ìti oi pr�ktorec mporoÔn pr�gmati na organwjoÔn se èna grammikì epikaluptikì

gr�fhma kai na sumperiferjoÔn wc mÐa katanemhmènh antaitiokratik  mhqan  Turing

(TM) pou asumptwtik� qrhsimopoieÐ ìlo ton diajèsimo q¸ro. Autì eÐnai èna kaja-

r� aprosdìkhto apotèlesma. Arqik� an¸numoi pr�ktorec xekin¸ntac apì mÐa pl rwc

summetrik  arqik  kat�stash (lìgw thc plhrìthtac tou graf matoc) katafèrnoun na

diat�xoun touc eautoÔc touc kai na ekmetalleutoÔn aut  th di�taxh oÔtwc ¸ste na

episkèptontai me susthmatikì trìpo tic exerqìmenec akmèc touc, ìpwc akrib¸c mÐa TM

ja episkeptìtan ta O(n2) diajèsima keli� thc.

To de montèlo PM èqei mÐa entel¸c diaforetik  suneisfor�. Kat� th gn¸mh mac

apoteleÐ to basikì montèlo ìlhc aut c thc ereunhtik c perioq c. O lìgoc eÐnai ìti,

ìpwc eÐdame, ta prwtìkolla plhjusm¸n kat�feran na kalÔyoun mìno thn perÐptwsh

kat� thn opoÐa oi mn mec twn praktìrwn eÐnai stajeroÔ megèjouc, dhlad  anex�rthtou

tou megèjouc tou plhjusmoÔ. AntÐjeta to montèlo PM den epib�lei kanènan perio-

rismì wc proc th diajèsimh mn mh kai epiplèon jewreÐ ìti k�je pr�ktorac eÐnai mÐa

polutainiak  TM me dunatìthtec epikoinwnÐac. Me ton trìpo autì epitugq�netai di-

plì kèrdoc: to nèo montèlo antapokrÐnetai kalÔtera stic dunatìthtec thc sÔgqronhc

teqnologÐac, ìpou sqedìn k�je sÔgqronh diktuak  suskeu  mporeÐ na leitourg sei

wc k�poiac morf c upologist c kai epiplèon mac dÐnetai h dunatìthta, Ðswc gia pr¸th

for� se dÐktua aisjht rwn, na melet soume thn upologistik  isqÔ sunart sei thc dia-
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jèsimhc mn mhc. To teleutaÐo, pèran tou jewrhtikoÔ endiafèrontoc, èqei kai ter�stia

praktik  shmasÐa. Gia k�je katanemhmèno sÔsthma ja jèlame na gnwrÐzoume ti mporeÐ

na upologisteÐ dedomènhc thc diajèsimhc mn mhc. An me mn mh x se k�je pr�ktora

mporoÔme na upologÐsoume ì, ti brÐsketai sthn kl�sh A, p�nta èqei axÐa to er¸thma

tou ti mporeÐ na upologisteÐ me mn mh x+ ε (  x− ε). DieurÔnetai h antÐstoiqh kl�sh?

An nai, poia eÐnai h sqèsh metaxÔ thc nèac kl�shc B kai thc A? An ìqi, ti qwrik 

aÔxhsh apaiteÐtai gia na prokÔyei eurÔterh kl�sh?

Katafèrnoume na d¸soume ikanopoihtikèc apant seic sta perissìtera apì ta pa-

rap�nw erwt mata. Sugkekrimèna, deÐqnoume ìti gia mn mec austhr� mikrìterec tou

log log n ta p�nta eÐnai hmigrammik�, en¸ gia mn mec toul�qiston log log n arqÐzei o

upologismìc twn pr¸twn mh hmigrammik¸n kathgorhm�twn. Me �lla lìgia, prokÔ-

ptei ìti to montèlo twn prwtokìllwn plhjusm¸n den ekfr�zei mìno stajerèc mn mec,

ìpwc gnwrÐzame mèqri s mera, all� akìma kai mn mec pou èqoun k�poia mikr  ex�rth-

sh apì to mègejoc tou plhjusmoÔ. An h mn mh xeper�sei to log log n, h kl�sh twn

upologÐsimwn kathgorhm�twn dieurÔnetai. Epiplèon, deÐqnoume ìti gia mn mec f(n)

toul�qiston log n, h kl�sh eÐnai exairetik� eureÐa: eÐnai h kl�sh twn summetrik¸n

glwss¸n thc NSPACE(nf(n)). Autì dÐnei mÐa pl rh eikìna tou ti sumbaÐnei gi� au-

t� ta qwrik� fr�gmata: ìso aux�netai h diajèsimh mn mh tìso perissìtera pr�gmata

mporoÔn na upologistoÔn, gegonìc pou apant�ei katafatik� sthn antÐstoiqh er¸thsh

Ôparxhc qwrik c ierarqÐac pou eÐnai jemeli¸douc shmasÐac gia k�je upologistikì sÔ-

sthma. Epiplèon, deÐqnoume ìti gia f(n) austhr� mikrìterh tou log n, h kl�sh gÐnetai

austhr� mikrìterh thc kl�shc twn summetrik¸n glwss¸n thc NSPACE(nf(n)). To

apotèlesma autì prosdÐdei exèqousa shmasÐa sto fr�gma log n: ìqi mìno apoteleÐ mÐa

apolÔtwc logik  qwrik  apaÐthsh, all� apoteleÐ kai to pr¸to qwrikì fr�gma sto

opoÐo xekin�ei h upologistik  sumperifor� NSPACE(nf(n)), h opoÐa eÐnai kai h ka-

lÔterh pou mporoÔme na perimènoume apì autoÔ tou eÐdouc ta sust mata. Me apl�
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lìgia, deÐqnoume ìti to log n moi�zei na apoteleÐ th qrus  tom  metaxÔ kìstouc se

mn mh kai upologistik¸n dunatot twn.

1.5 Org�nwsh thc Diatrib c

To Kef�laio 2 orÐzei to montèlo PPD kai emperièqei ìla ta apotelèsmata pou

aforoÔn ston stajerì upologismì kathgorhm�twn se pl rh graf mata epikoinwnÐac.

Sugkekrimèna, pr¸ta apodeiknÔetai ìti h kl�sh twn upologÐsimwn kathgorhm�twn eÐnai

eurÔterh apì aut  twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn kai en suneqeÐa parousi�zetai to

basikì apotèlesma pou deÐqnei ìti h kl�sh eÐnai Ðsh me thn kl�sh twn summetrik¸n

glwss¸n thc NSPACE(n2). Sto tèloc tou kefalaÐou dÐnetai kai o k¸dikac thc

antÐstoiqhc prosomoÐwshc.

To Kef�laio 3 asqoleÐtai kai autì me to montèlo PPD all� apì mÐa teleÐwc dia-

foretik  optik . O stìqoc ed¸ eÐnai h katanìhsh thc dunatìthtac tou montèlou na

upologÐzei idiìthtec grafhm�twn. To kef�laio pr¸ta esti�zei se asjen¸c sunektik�

graf mata kai parèqei apotelèsmata kleistìthtac, deÐqnei thn upologisimìthta arke-

t¸n endiafèrontwn idiot twn kai deÐqnei thn adunamÐa upologismoÔ mÐac sugkekrimènhc

idiìthtac apì mÐa eidik  kathgorÐa prwtokìllwn. To upìloipo tou kefalaÐou asqoleÐ-

tai me thn perÐptwsh kat� thn opoÐa ta graf mata epikoinwnÐac mporeÐ na eÐnai kai mh

sunektik�. Ed¸ apodeiknÔetai ìti kamÐa ousiastik  idiìthta de mporeÐ na upologisteÐ.

To Kef�laio 4 orÐzei to montèlo PM kai esti�zei ston stajerì upologismì kath-

gorhm�twn se pl rh graf mata epikoinwnÐac apì pr�ktorec twn opoÐwn h mn mh den

uperbaÐnei se mègejoc to log n. ApodeiknÔetai ìti h antÐstoiqh kl�sh eÐnai Ðsh me th

summetrik  upokl�sh thc NSPACE(n log n), gegonìc pou kajist� to qwrikì autì

fr�gma �krwc ikanopoihtikì. H apìdeixh deÐqnei pwc oi pr�ktorec mporoÔn qrhsimo-

poi¸ntac thn teqnik  thc epanekkÐnhshc tou upologismoÔ na anajèsoun monadikoÔc
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prosdioristèc stouc eautoÔc touc kai na organwjoÔn ètsi se mÐa katanemhmènh TM.

Parathr ste ìti se autì to qwrikì fr�gma (kai se ìla ta megalÔtera apì autì)

up�rqei o apaitoÔmenoc q¸roc gia thn an�jesh monadik¸n prosdiorist¸n.

To Kef�laio 5 melet�ei tic upologistikèc dunatìthtec tou montèlou PM gia ta

di�fora qwrik� fr�gmata pou mporeÐ na epiblhjoÔn. Sugkekrimèna, apodeiknÔetai ìti,

gia fr�gmata toul�qiston log n, ìlec oi kl�seic pou prokÔptoun emfanÐzoun parìmoia

sumperifor�, afoÔ oi pr�ktorec p�nta mporoÔn na apokt soun monadikoÔc prosdiori-

stèc kai epomènwc na organwjoÔn se mÐa TM pou qrhsimopoieÐ ìlo ton diajèsimo q¸ro.

Gia fr�gmata austhr� mikrìtera tou log n apodeiknÔetai ìti h parap�nw sumperifor�

paÔei. Gia fr�gmata austhr� mikrìtera tou log log n apodeiknÔetai ìti h kl�sh eÐnai

akrib¸c h kl�sh twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn, en¸ gia fr�gmata toul�qiston

log log n arqÐzei o upologismìc twn pr¸twn mh hmigrammik¸n kathgorhm�twn.

Tèloc, to Kef�laio 6 parousi�zei ta sumper�smata thc ergasÐac kaj¸c kai arketèc

uposqìmenec anoiktèc ereunhtikèc kateujÔnseic.
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Kef�laio 2

Prwtìkolla Plhjusm¸n me

Diamesolabht 

2.1 Eisagwg 

Sto kef�laio autì proteÐnoume mÐa epèktash tou montèlou twn prwtokìllwn plh-

jusm¸n h opoÐa moi�zei na èqei idiaÐtero jewrhtikì endiafèron. To basikì epiprìsjeto

qarakthristikì eÐnai ìti k�je sÔndesmoc epikoinwnÐac eÐnai kai autìc ènac pr�ktorac

peperasmènwn katast�sewn pou mporeÐ na epikoinwneÐ mìno me touc pr�ktorec touc o-

poÐouc sundèei. Sugkekrimèna, ìtan dÔo opoioid pote pr�ktorec u kai v allhlepidroÔn

mèsw thc akm c e = (u, v), oi u kai v diab�zoun thn kat�stash thc e kai tic dikièc touc

katast�seic kai tic anane¸noun ìlec sÔmfwna, kai p�li, me k�poia kajolik  sun�rthsh

metab�sewn. T¸ra eÐnai sa na èqoume katast sei k�je zeÔgoc praktìrwn ikanì na

af nei mikr� pakèta plhroforÐac ta opoÐa ja èqei diajèsima stic mellontikèc allhle-

pidr�seic tou. 'Enac �lloc trìpoc gia na ermhneÔsoume èna tètoio sÔsthma eÐnai na

jewr soume ìti oi pr�ktorec mporoÔn an� zeÔgh na apojhkeÔoun plhroforÐa se k�poia

kajolik  apojhkeutik  mon�da, ìpwc p.q. èna stajmì b�shc, thn opoÐa kaloÔme diame-
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solabht . O diamesolabht c parèqei èna mikrì tm ma diajèsimou q¸rou (anex�rthto

tou megèjouc tou plhjusmoÔ) se k�je zeÔgoc praktìrwn. Kat� thn allhlepÐdras 

touc oi pr�ktorec epikoinwnoÔn me to diamesolabht  oÔtwc ¸ste na enhmerwjoÔn gia

thn koin  touc plhroforÐa kai an�loga me to apotèlesma thc allhlepÐdrashc anane¸-

noun thn plhroforÐa aut  (epikoinwn¸ntac kai p�li me ton diamesolabht ).

Ja mporoÔsan na eipwjoÔn di�fora akìma logik� leitourgik� sen�ria gia to montè-

lo autì all� protimoÔme na mhn epiqeir soume mÐa tètoia diexodik  suz thsh. KurÐwc

mac endiafèroun oi upologistikèc dunatìthtec tou montèlou mac anexart twc tou prag-

matikoÔ senarÐou sto opoÐo èna tètoio montèlo ja mporoÔse na brei praktik  efarmo-

g . KaloÔme to montèlo autì montèlo Prwtokìllwn Plhjusm¸n me Diamesolabht 

(PPD) saf¸c empneusmènoi ap� thn idèa tou diamesolabht .

H Enìthta 2.2 parèqei ènan tupikì orismì tou montèlou PPD. H Enìthta 2.3 e-

pikentr¸netai sthn upologistik  isqÔ tou montèlou melet¸ntac ti kathgor mata epÐ

anajèsewn eisìdou eÐnai stajer� upologÐsima sthn pl rwc summetrik  perÐptwsh,

sthn opoÐa to gr�fhma epikoinwnÐac eÐnai pl rec kai ìlec oi akmèc brÐskontai arqik�

se mÐa koin  kat�stash. Arqik� h Enìthta 2.3.1 apodeiknÔei ìti to montèlo PPD eÐnai

austhr� isqurìtero ap� to montèlo PP deÐqnontac ìti to pr¸to mporeÐ na upologÐsei

stajer� èna mh hmigrammikì kathgìrhma. En suneqeÐa, sthn Enìthta 2.3.2 apodeiknÔ-

etai ìti to montèlo PPD mporeÐ na metatrèyei ton eautì tou se mÐa aitiokratik  TM

grammikoÔ q¸rou. H Enìthta 2.3.3 arqik� epekteÐnei tic teqnikèc pou anaptÔqjhkan

sthn Enìthta 2.3.1 gia na deÐxei ìti to montèlo PPD mporeÐ na prosomoi¸sei mÐa

antaitiokratik  TM q¸rou O(n2) kai en suneqeÐa, deÐqnontac ìti isqÔei epÐshc kai o

antÐstrofoc egkleismìc, kajier¸nei ton akìloujo akrib  qarakthrismì gia thn kl�sh

twn upologÐsimwn kathgorhm�twn apì to montèlo PPD: eÐnai epakrib¸c h kl�sh twn

summetrik¸n kathgorhm�twn sthn NSPACE(n2). Epomènwc, to montèlo PPD ìqi

mìno diathreÐ tic idiìthtec thc omoiomorfÐac kai thc anwnumÐac all� epÐshc apodeiknÔ-

etai mÐa exairetik� isqur  beltÐwsh: epekteÐnei dramatik� thn kl�sh twn upologÐsimwn
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kathgorhm�twn apì ta hmigrammik� kathgor mata se ìla ta summetrik� kathgor mata

pou mporoÔn na upologistoÔn apì k�poia antaitiokratik  TM se qwrì O(n2).

2.2 Tupikìc Orismìc tou Montèlou

Orismìc 1. 'Ena PPD eÐnai mÐa 7-�da (X,Y,Q, S, I, O, δ), ìpou ta X, Y , Q (to

teleutaÐo kaleÐtai t¸ra sÔnolo katast�sewn praktìrwn), I kai O orÐzontai ìpwc sto

montèlo PP, to S eÐnai èna peperasmèno sÔnolo katast�sewn akm¸n kai h sun�rthsh

metab�sewn eÐnai t¸ra thc morf c δ : Q×Q×S → Q×Q×S. E�n δ(a, b, c) = (a′, b′, c′),

tìte to (a, b, c)→ (a′, b′, c′) kaleÐtai kai p�li met�bash kai orÐzontai oi δ1(a, b, c) = a′,

δ2(a, b, c) = b′ kai δ3(a, b, c) = c′.

'Opwc pijanìn na èqete  dh parathr sei, den èqoume orÐsei eÐsodo stic akmèc. U-

pojètoume ìti k�je akm  arqik� brÐsketai se mÐa kat�stash tou S sÔmfwna me k�poia

sun�rthsh arqikopoÐhshc akm¸n ι : E → S, h opoÐa den apoteleÐ mèroc tou prwto-

kìllou all� montelopoieÐ k�poia proepexergasÐa tou diktÔou pou èqei prohghjeÐ thc

ektèleshc tou prwtokìllou.

MÐa f�sh diktÔou,   apl� f�sh, eÐnai mÐa apeikìnish C : V ∪ E → Q ∪ S pou

kajorÐzei thn kat�stash k�je pr�ktora ston plhjusmì kai k�je akm c sto sÔnolo

twn epitrept¸n allhlepidr�sewn. 'Estw oi f�seic diktÔou C kai C ′, kai èstw ìti u kai

υ eÐnai dÔo diakritoÐ pr�ktorec. Lème ìti h C phgaÐnei sth C ′ mèsw thc sun�nthshc

e = (u, υ) kai sumbolÐzoume me C
e→ C ′, e�n

C ′(u) = δ1(C(u), C(υ), C(e)),

C ′(υ) = δ2(C(u), C(υ), C(e)),

C ′(e) = δ3(C(u), C(υ), C(e)) kai

C ′(z) = C(z), gia k�je z ∈ (V − {u, υ}) ∪ (E − {e}).
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Dedomènou tou parap�nw orismoÔ oi upìloipec sqèseic, oi ektelèseic kai h dikaiosÔnh

orÐzontai ìpwc kai sto montèlo PP.

KaloÔme mÐa allhlepÐdrash apotelesmatik  e�n tropopoieÐ thn kat�stash toul�-

qiston enìc ap' touc allhlepidr¸ntec pr�ktorec   thc metaxÔ touc akm c. Dhlad ,

an C kai C ′ eÐnai oi f�seic prin kai met� thn allhlepÐdrash, antÐstoiqa, tìte C ′ 6= C.

OmoÐwc, h met�bash (a, b, c)→ (a′, b′, c′) kaleÐtai apotelesmatik  e�n a′ 6= a   b′ 6= b  

c′ 6= c.

AxÐzei na parathr sei kaneÐc ìti to montèlo PPD diathreÐ tìso thn idiìthta thc

omoiomorfÐac ìso kai aut  thc anwnumÐac. Wc ek toÔtou, o k¸dikac k�je prwtokìllou

PPD eÐnai stajeroÔ megèjouc, epomènwc mporeÐ na apojhkeuteÐ se k�je suskeu  tou

diktÔou kai epiprìsjeta den up�rqei ki ed¸ q¸roc stic katast�seic twn praktìrwn

kai twn akm¸n gia na apojhkeutoÔn monadikoÐ prosdioristèc. Wstìso, ìpwc ja doÔme,

to montèlo PPD mporeÐ na diekperai¸sei polÔ pio sÔnjetouc upologismoÔc ap� ì, ti

to montèlo PP.

2.2.1 Stajerìc Upologismìc

'Opwc kai ta prwtìkolla plhjusm¸n ètsi kai ta prwtìkolla plhjusm¸n me diame-

solabht  den termatÐzoun all� apaitoÔme na stajeropoioÔntai. O stajerìc upologi-

smìc orÐzetai ìmoia me prin.

Orismìc 2. Lème ìti èna kathgìrhma p epÐ tou X∗ eÐnai stajer� upologÐsimo apì to

montèlo PPD se èna sÔmpan grafhm�twn U , e�n up�rqei èna PPD A t.¸. gia k�je

an�jesh eisìdou x ∈ X∗ kai k�je G = (V,E) ∈ U t.¸. |V | = |x|, k�je upologismìc

tou A sto G pou xekin�ei ap� thn arqik  f�sh pou antistoiqeÐ sthn x telik� ft�nei

mÐa stajer c exìdou f�sh sthn opoÐa ìloi oi pr�ktorec dÐnoun wc èxodo p(x).
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Orismìc 3. MÐa f�sh C kaleÐtai stajer c kat�stashc e�n gia k�je f�sh C ′ t.¸.

C
∗→ C ′ isqÔei ìti C ′ = C.

Lème ìti èna prwtìkollo A èqei stajeropoioÔmenec katast�seic e�n k�je upologi-

smìc touA telik� ft�nei mÐa f�sh stajer c kat�stashc; me apl� lìgia, oi katast�seic

twn praktìrwn telik� paÔoun na all�zoun. Parathr ste ìti k�je prwtìkollo pou

stajeropoieÐtai wc proc tic katast�seic tou stajeropoieÐtai kai wc proc tic exìdouc

tou, all� to antÐstrofo den eÐnai genik� alhjèc (oi stajeropoioÔmenec katast�seic

eÐnai isqurìterh apaÐthsh).

Se orismènec peript¸seic, èna prwtìkollo mporeÐ, antÐ na upologÐzei stajer� èna

kathgìrhma p, na parèqei k�poia �llou eÐdouc eggÔhsh. Gia par�deigma, ìpote trèqei

gia k�poia x ∈ X∗ t.¸. p(x) = 1, mporeÐ telik� na parameÐnei gia p�nta se f�seic ìpou

toul�qiston ènac pr�ktorac brÐsketai sthn kat�stash a, en¸ ìpote p(x) = 0 mporeÐ

telik� na parameÐnei gia p�nta se f�seic ìpou kanènac pr�ktorac de brÐsketai sthn

kat�stash a. Ac tupopoi soume aut  thn idèa.

Orismìc 4. Lème ìti èna PPD A eggu�tai to kathgìrhma t : Q∗ → {0, 1} wc proc

to p : X∗ → {0, 1} se èna sÔmpan grafhm�twn U e�n, gia k�je an�jesh eisìdou x ∈ X∗

kai k�je G = (V, E) ∈ U t.¸. |V | = |x|, k�je upologismìc tou A sto G pou xekin�ei

ap� thn arqik  f�sh pou antistoiqeÐ sthn x telik� ft�nei se mÐa f�sh C t.¸. gia k�je

C ′, ìpou C
∗→ C ′, isqÔei ìti t(C ′) = t(C) = p(x).1

2.3 Kathgor mata EpÐ Anajèsewn Eisìdou

Ed¸ upojètoume ìti to gr�fhma epikoinwnÐac eÐnai pl rec kai ìti ìlec oi akmèc

brÐskontai arqik� se k�poia koin  kat�stash s0. Dhlad , to sÔmpan ed¸ eÐnai to {G |
1Παρατηρήστε ότι υποθέτοντας μία διάταξη πάνω στο V μπορούμε να ορίσουμε τις φάσεις ως συμ-

βολοσειρές από το Q∗ όπως ακριβώς έχουμε μέχρι τώρα κάνει και για τις αναθέσεις εισόδου.
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to G eÐnai pl rec } kai ι(e) = s0 gia k�je e ∈ E. Q�rin eukolÐac, jewroÔme ìti h

s0 eÐnai h pr¸th kat�stash pou emfanÐzetai sto S (sun jwc ja th sumbolÐzoume me

0   s0) kai dÐnoume se aut  thn eidik  perÐptwsh tou montèlou PPD to xeqwristì

ìnoma SPPD (ìpou to �S� prokÔptei apì th lèxh ��Summetrik���). Mac endiafèrei

h upologistik  isqÔc tou montèlou SPPD. Sugkekrimèna, ja d¸soume ènan akrib 

qarakthrismì twn stajer� upologÐsimwn kathgorhm�twn.

Orismìc 5. 'Estw MPS h kl�sh twn stajer� upologÐsimwn kathgorhm�twn apì to

montèlo SPPD kai SEM h kl�sh twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn.

Parat rhsh 1. K�je kathgìrhma pou an kei sthn MPS prèpei na eÐnai summetrikì

epeid  to gr�fhma epikoinwnÐac eÐnai pl rec kai ìlec oi akmèc brÐskontai arqik� sthn

Ðdia kat�stash.

Orismìc 6. 'Estw SSPACE(f(n)) kai SNSPACE(f(n)) oi periorismoÐ twn kl�-

sewn SPACE(f(n)) kai NSPACE(f(n)), antÐstoiqa, se summetrik� kathgor mata.

2.3.1 H MPS eÐnai gn sio upersÔnolo thc SEM

Pr¸ta deÐqnoume ìti h MPS eÐnai upersÔnolo thc SEM kai èpeita ìti to mh hmi-

grammikì kathgìrhma (Nc = Na ·Nb) an kei sthn kl�sh MPS, ìpou to Nσ sumbolÐzei

to pl joc twn praktìrwn pou lamb�noun to sÔmbolo eisìdou σ. Autì (lìgw tou ge-

gonìtoc ìti ta prwtìkolla plhjusm¸n de mporoÔn na diekperai¸soun pollaplasiasmì

metablht¸n) mac dÐnei ton akìloujo diaqwrismì: h MPS eÐnai gn sio upersÔnolo thc

SEM .

L mma 2. SEM ⊆MPS.

Apìdeixh. Jewr ste opoiod pote hmigrammikì kathgìrhma p. 'Estw A to PP pou

upologÐzei stajer� to p. Kataskeu�zoume èna SPPD B = (X,Y,Q, S, I, O, δ) pou
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upologÐzei stajer� to p. 'Olec oi sunist¸sec tou B eÐnai Ðdiec me ekeÐnec tou A ektìc

ap� to S to opoÐo den kajorÐzetai ap� toA kai th δ h opoÐa prèpei na oristeÐ diaforetik�.

To S eÐnai Ðso me to {s0}. 'Estw δ′ h sun�rthsh metab�sewn tou A. H δ orÐzetai wc

δ(a, b, s0) = (δ′1(a, b), δ′2(a, b), s0) gia k�je a, b ∈ Q. Profan¸c, to B agnoeÐ tic akmèc

kai k�nei ì, ti kai to A, dhlad , upologÐzei stajer� to p. 'Enac �lloc �mesoc trìpoc

gia na peisteÐ kaneÐc eÐnai na parathr sei ìti to montèlo twn prwtokìllwn plhjusm¸n

eÐnai mÐa eidik  perÐptwsh tou montèlou me diamesolabht .

Prwtìkollo 1 VarProduct

1: X = {a, b, c}

2: Y = {0, 1}

3: Q = {a, ȧ, b, c, c̄}

4: S = {0, 1}

5: I(σ) = σ, gia k�je σ ∈ X

6: O(a) = O(b) = O(c̄) = 1 kai O(c) = O(ȧ) = 0

7: δ: (a, b, 0)→ (ȧ, b, 1), (c, ȧ, 0)→ (c̄, a, 0), (ȧ, c, 0)→ (a, c̄, 0)

8: // 'Olec oi metab�seic pou den emfanÐzontai eÐnai anapotelesmatikèc, p.q.

δ(a, b, 1) = (a, b, 1)

Je¸rhma 2. To prwtìkollo VarProduct (deÐte to Prwtìkollo 1) parèqei wc proc

to kathgìrhma (Nc = Na ·Nb) thn akìloujh hmigrammik  eggÔhsh:

• E�n Nc 6= Na · Nb tìte toul�qiston ènac pr�ktorac paramènei se k�poia apì tic

katast�seic ȧ kai c.

• E�n Nc = Na ·Nb tìte kanènac pr�ktorac den paramènei se autèc tic katast�seic.

Apìdeixh. Parathr ste ìti lìgw thc plhrìthtac tou graf matoc epikoinwnÐac, to

pl joc twn sundèsmwn pou odhgoÔn apì pr�ktorec kat�stashc a se pr�ktorec kat�-

stashc b isoÔtai me Na ·Nb. Gia k�je a to prwtìkollo prospajeÐ na diagr�yei tìsa c

28



ìsa eÐnai kai ta b. K�je pr�ktorac kat�stashc a mporeÐ na jum�tai ta b pou èqei  dh

prosmetr sei (gia k�je tètoio b èna c èqei diagrafeÐ) shmadeÔontac touc antÐstoiqouc

sundèsmouc (parathr ste ìti autì  tan profan¸c adÔnato sto montèlo PP). E�n ta

c  tan ligìtera apì to ginìmeno tìte toul�qiston èna ȧ paramènei kai e�n ta c  tan

perissìtera toul�qiston èna c paramènei (kai stic dÔo peript¸seic toul�qiston ènac

pr�ktorac diathreÐ èxodo 0). E�n Nc = Na · Nb tìte kaneÐc pr�ktorac de diathreÐ

k�poia apì tic katast�seic ȧ kai c (me �lla lìgia, telik� k�je pr�ktorac dÐnei èxodo

1).

Parat rhsh 2. EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti to Prwtìkollo VarProduct èqei

stajeropoioÔmenec katast�seic.

Parathr ste ìti apì mìno tou to Je¸rhma 2 den oloklhr¸nei to diaqwrismì twn

SEM kai MPS. O lìgoc eÐnai pwc de deÐqnei ìti to montèlo SPPD upologÐzei staje-

r� to (Nc = Na ·Nb); autì pou pragmatik� deÐqnei eÐnai ìti ìpote to kathgìrhma eÐnai

alhjèc o upologismìc ft�nei se mÐa f�sh stajer c kat�stashc gia thn opoÐa k�poio

�llo kathgìrhma t epÐ tou sunìlou twn f�sewn gÐnetai alhjèc kai ìpote to kathgì-

rhma eÐnai yeudèc to t eÐnai epÐshc yeudèc. Sthn pragmatikìthta, up�rqei ènac trìpoc

na ekmetalleutoÔme thn eggÔhsh kai tic stajeropoioÔmenec katast�seic oÔtwc ¸ste

na epitÔqoume to diaqwrismì twn kl�sewn. Autì ekfr�zetai ap� to akìloujo genikì

je¸rhma sÔnjeshc prwtokìllwn pou isqÔei kai gia mh pl rh graf mata epikoinwnÐac.

Je¸rhma 3. 'Estw G mÐa oikogèneia kateujunt¸n kai sunektik¸n grafhm�twn epi-

koinwnÐac. E�n up�rqei èna PPD A me stajeropoioÔmenec katast�seic pou, sthn G,

eggu�tai wc proc k�poio kathgìrhma p èna hmigrammikì kathgìrhma t, tìte to p eÐnai

stajer� upologÐsimo apì to montèlo PPD sthn G.

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti (d.ì.) to A mporeÐ na suntejeÐ me èna prwtìkollo B, pou

upologÐzei stajer� to t kai pou apodedeigmèna up�rqei, gia na d¸soun èna nèo PPD

C pou ikanopoieÐ tic akìloujec idiìthtec:
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• To C eÐnai h sÔnjesh twn A kai B,

• h eÐsodìc tou eÐnai h eÐsodoc tou A,

• h èxodìc tou eÐnai h èxodoc tou B kai

• to C upologÐzei stajer� to p sthn G.

To prwtìkollo A èqei stajeropoioÔmenec katast�seic kai parèqei mÐa eggÔhsh t h

opoÐa eÐnai èna hmigrammikì kathgìrhma epÐ twn f�sewn tou A. 'Estw XA to alf�bhto

eisìdou tou A, QA to sÔnolo katast�sewn tou A, δA h sun�rthsh metab�sewn tou

A kai paromoÐwc gia k�je �llh sunist¸sa tou A. Ja qrhsimopoi soume touc deÐktec

B kai C gia tic antÐstoiqec sunist¸sec twn �llwn dÔo prwtokìllwn.

AfoÔ to kathgìrhma t eÐnai hmigrammikì, sÔmfwna me èna apotèlesma sthn [5],

up�rqei èna prwtìkollo plhjusm¸n B′ pou upologÐzei stajer� to t me stajeropoioÔ-

menec eisìdouc sthn Gcon. Parathr ste ìti G ⊆ Gcon, sunep¸c k�je kathgìrhma pou

eÐnai stajer� upologÐsimo sthn Gcon (eÐte me eÐte qwrÐc stajeropoioÔmenec eisìdouc)

eÐnai stajer� upologÐsimo kai sthn G. Sthn pragmatikìthta, to Ðdio prwtìkollo B′

upologÐzei stajer� to t me stajeropoioÔmenec eisìdouc sthn G. Epiprìsjeta, up�rqei

èna PPD B (autì pou eÐnai Ðdio me to B′ all� apl¸c agnoeÐ tic epiplèon sunist¸sec

tou nèou montèlou) pou upologÐzei stajer� to t me stajeropoioÔmenec eisìdouc sthn

G. Parathr ste ìti to alf�bhto eisìdou tou B eÐnai XB = QA kai h sun�rthsh me-

tab�se¸n tou eÐnai thc morf c δB : (QA × QB) × (QA × QB) → QB × QB, afoÔ de

qrei�zetai na kajorÐsoume katast�seic akm¸n (tupik� ja èprepe all� to prwtìkollo

apl¸c tic agnoeÐ). Sthn pragmatikìthta, to QA paÐzei to rìlo twn eisìdwn tou B pou

telik� stajeropoioÔntai.

OrÐzoume èna PPD C wc ex c: XC = XA, YC = YB = {0, 1}, QC = QA × QB,

IC : XA → QC pou orÐzetai wc IC(x) = (IA(x), iB) gia k�je x ∈ QC, ìpou iB ∈ QB

eÐnai h arqik  kat�stash tou prwtokìllou B, SC = SA, OC(a, b) = OB(b), gia k�je q =
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(a, b) ∈ QC, kai tèloc h sun�rthsh metab�se¸n tou δC : QC×QC×SC → QC×QC×SC

orÐzetai wc

δC((a, b), (a′, b′), s) = ((δA1(a, a′, s), δB1((a, b), (a′, b′))),

(δA2(a, a′, s), δB2((a, b), (a′, b′))),

δA3(a, a′, s)),

ìpou gia k�je δA(x, y, z) = (x′, y′, z′) (sth sun�rthsh metab�sewn tou A), èqoume ìti

δA1(x, y, z) = x′, δA2(x, y, z) = y′, δA3(x, y, z) = z′ kai paromoÐwc gia thn δB.

Diaisjhtik�, to C apoteleÐtai apì ta A kai B pou ekteloÔntai par�llhla. H kat�-

stash k�je pr�ktora eÐnai èna zeÔgoc c = (a, b), ìpou a ∈ QA, b ∈ QB kai h kat�stash

k�je akm c eÐnai èna stoiqeÐo tou SA. Arqik� k�je pr�ktorac aisj�netai mÐa eÐsodo

x ap� to XA kai aut  metatrèpetai sÔmfwna me thn IC se èna tètoio zeÔgoc, ìpou

a = IA(x) kai to b eÐnai p�nta mÐa eidik  arqik  kat�stash ιB ∈ QB tou B. 'Otan dÔo

pr�ktorec me katast�seic (a, b) kai (a′, b′) allhlepidroÔn mèsw mÐac akm c me kat�sta-

sh s, tìte to A anane¸nei tic pr¸tec sunist¸sec twn katast�sewn twn praktìrwn

(dhlad  tic a kai a′) kai thn kat�stash thc akm c, sa na mhn up rqe to B. Apì thn

�llh, to B anane¸nei tic deÔterec sunist¸sec lamb�nontac up' ìyin tou tic pr¸tec pou

anaparistoÔn tic xeqwristèc jÔrec eisìdou stic opoÐec eÐnai diajèsimo se k�je allhle-

pÐdrash to trèqon sÔmbolo eisìdou k�je pr�ktora (to B jewreÐ tic katast�seic tou A

wc sÔmbola eisìdou ta opoÐa mporeÐ na metablhjoÔn aujaÐreta metaxÔ dÔo opoiond -

pote upologistik¸n bhm�twn, all� o pragmatikìc lìgoc gia ton opoÐo metab�llontai

eÐnai o upologismìc tou A pou mporeÐ na mhn èqei akìma stajeropoihjeÐ). AfoÔ oi

pr¸tec sunist¸sec twn katast�sewn praktìrwn tou C telik� stajeropoioÔntai (to A

èqei stajeropoioÔmenec katast�seic) to prwtìkollo B ja apokt sei telik� stajerèc

eisìdouc. 'Otan autì sumbeÐ, to B ja ektelesteÐ swst� kai ja upologÐsei stajer� to t

sa na eÐqe xekin sei ton upologismì apì th f�sh stajer c exìdou tou A. 'Omwc, afoÔ
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to t parèqei th swst  ap�nthsh gia to p e�n efarmosteÐ sth f�sh stajer c exìdou

tou A, eÐnai profanèc ìti to C prèpei na upologÐzei stajer� to p sthn G, gegonìc pou

oloklhr¸nei thn apìdeixh.

Pìrisma 1. To mh hmigrammikì kathgìrhma (Nc = Na ·Nb) an kei sthn MPS.

Apìdeixh. ProkÔptei �mesa parathr¸ntac ìti to Je¸rhma 2 kai h Parat rhsh 2 ika-

nopoioÔn tic apait seic tou Jewr matoc 3.

Je¸rhma 4. H SEM eÐnai gn sio uposÔnolo thc MPS.

Apìdeixh. Apì to L mma 2 èqoume ìti SEM ⊆ MPS kai apì to Pìrisma 1 mazÐ me

to gegonìc ìti to (Nc = Na · Nb) den eÐnai hmigrammikì èqoume ìti (Nc = Na · Nb) ∈

MPS − SEM .

2.3.2 'Enac KalÔteroc Egkleismìc: SSPACE(n) ⊆MPS

Se aut  thn Enìthta ja kajier¸soume ènan polÔ kalÔtero egkleismì. Sugkekri-

mèna, ja d.ì. k�je kathgìrhma sthn SSPACE(n) an kei epÐshc sthn MPS. Me �lla

lìgia, to montèlo SPPD eÐnai toul�qiston tìso isqurì ìso kai mÐa TM grammikoÔ

q¸rou pou upologÐzei summetrik� kathgor mata. Xekin�me me k�poiouc aparaÐthtouc

orismoÔc.

'Estw G = (V, E) èna gr�fhma epikoinwnÐac. 'Ena grammikì (di)gr�fhma L =

(K, A) eÐnai eÐte ènac apomonwmènoc kìmboc (dhlad , |K| = 1 kai A = ∅), o opoÐoc eÐnai

to tetrimmèno grammikì gr�fhma, eÐte èna dèntro t.¸., e�n agno soume tic kateujÔnseic

twn sundèsmwn, dÔo kìmboi èqoun bajmì èna kai ìloi oi upìloipoi èqoun bajmì dÔo.

'Ena grammikì upogr�fhma tou G eÐnai èna grammikì gr�fhma L ⊆ G kai kaleÐtai

epikaluptikì e�n K = V . 'Estw d(u) o bajmìc tou u ∈ K wc proc to A (dhlad ,

d(u) = |Γ(u)|, ìpou Γ(u) = {(t, k) ∈ A | t = u   k = u}). 'Estw Cl(t) h sunist¸sa
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epigr�mmatoc thc kat�stashc tou t ∈ V ∪ E kat� th f�sh C (sthn arq  ja thn

kaloÔme apl¸c ��kat�stash��, q�rin eukolÐac).

Lème ìti èna grammikì upogr�fhma tou G èqei swst� epigr�mmata kat� th f�sh

C, e�n eÐnai tetrimmèno, h kat�stas  tou eÐnai h l kai den prìskeintai se autì energèc

akmèc   e�n eÐnai mh tetrimmèno kai ikanopoioÔntai ìla ta akìlouja:

1. Upojèste ìti u, v ∈ K kai d(u) = d(v) = 1. AutoÐ eÐnai oi mìnoi kìmboi sto

K me bajmì 1. Tìte ènac apì touc u kai v eÐnai sthn kat�stash kt (akraÐo

shmeÐo akoloÔjou) kai o �lloc eÐnai eÐte sthn kat�stash lt eÐte sthn kat�stash

lh (akraÐo shmeÐo arqhgoÔ). H monadik  eu ∈ A pou prìskeitai ston u, ìpou

o u eÐnai q.b.t.g. sthn kat�stash kt, eÐnai mÐa exerqìmenh akm  kai h monadik 

ev ∈ A pou prìskeitai ston v eÐnai exerqìmenh an Cl(v) = lt kai eiserqìmenh an

Cl(v) = lh.

2. Gia k�je w ∈ K − {u, v} (eswterikoÐ kìmboi) isqÔei ìti Cl(w) = k.

3. Gia k�je a ∈ A isqÔei ìti Cl(a) ∈ {p, i} kai gia k�je e ∈ E − A t.¸. h e na

prìskeitai se k�poio kìmbo tou K isqÔei ìti Cl(e) = 0.

4. 'Estw v = u1, u2, . . . , ur = u to monop�ti apì to akraÐo shmeÐo arqhgoÔ proc to

akraÐo shmeÐo akoloÔjou (pou prokÔptei an agno soume tic kateujÔnseic twn

tìxwn sto A). 'Estw PL = {(ui, ui+1) | 1 ≤ i < r} to antÐstoiqo kateujuntì

monop�ti apì ton v ston u. Tìte gia k�je a ∈ A ∩ PL isqÔei ìti Cl(a) = p

(orjèc akmèc) kai gia k�je a′ ∈ A− PL ìti Cl(a
′) = i (an�strofec akmèc).

DeÐte sto Sq ma 2.1 merik� paradeÐgmata grammik¸n upografhm�twn me swst� epi-

gr�mmata. To nìhma k�je kat�stashc pou anafèrjhke wc t¸ra ja gÐnei safèc sthn

apìdeixh tou Jewr matoc 5 pou akoloujeÐ.

Je¸rhma 5. Up�rqei èna SPPD A pou kataskeu�zei èna epikaluptikì grammikì

upogr�fhma me swst� epigr�mmata gia k�je pl rec gr�fhma epikoinwnÐac G.
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Sq ma 2.1. Orismèna grammik� upograf mata me swst� epigr�mmata. Upojètoume ìti
ìlec oi akmèc pou den emfanÐzontai brÐskontai sthn kat�stash 0 (anenergèc).

Apìdeixh. Parèqoume mÐa uyhloÔ epipèdou perigraf  tou prwtokìllou A oÔtwc ¸ste

na apofÔgoume tic pollèc qamhloÔ epipèdou leptomèreiec pou apaitoÔntai. 'Oloi oi

pr�ktorec brÐskontai arqik� sthn kat�stash l, kai touc jewroÔme wc aploÔc arqh-

goÔc. 'Olec oi akmèc brÐskontai sthn kat�stash 0 kai tic jewroÔme wc anenergèc,

dhlad , ìti den apoteloÔn proc to parìn mèroc tou grammikoÔ upograf matoc pou

prìkeitai na kataskeuasteÐ. MÐa akm  sthn kat�stash p ermhneÔetai wc orj  en¸ mÐa

akm  sthn kat�stash i ermhneÔetai wc an�strofh; kai oi dÔo ermhneÔontai epiplèon wc

energèc, dhlad  ìti apoteloÔn mèroc tou grammikoÔ upograf matoc pou ja kataskeua-

steÐ. 'Enac pr�ktorac sthn kat�stash k eÐnai ènac (aplìc) akìloujoc, ènac pr�ktorac

sthn kat�stash kt eÐnai ènac akìloujoc pou epiplèon eÐnai kai h our� k�poiou gram-

mikoÔ upograf matoc (akìloujoc our�c), ènac pr�ktorac sthn kat�stash lt eÐnai ènac

arqhgìc pou epiplèon eÐnai kai h our� k�poiou grammikoÔ upograf matoc (arqhgìc

our�c) kai ènac pr�ktorac sthn kat�stash lh eÐnai ènac arqhgìc pou epiplèon eÐnai

kai h kefal  k�poiou grammikoÔ upograf matoc (arqhgìc kefal c). 'Ola aut� ja

aposafhnistoÔn sth sunèqeia. 'Enac arqhgìc eÐnai ènac aplìc arqhgìc, ènac arqhgìc

our�c   kefal c.

'Otan dÔo aploÐ arqhgoÐ allhlepidroÔn mèsw mÐac anenerg c akm c, o muht c gÐ-

netai akìloujoc our�c, o apokrinìmenoc gÐnetai arqhgìc kefal c kai h akm  gÐnetai

an�strofh. 'Otan ènac arqhgìc kefal c allhlepidr�sei wc muht c me ènan aplì ar-

qhgì mèsw mÐac anenerg c akm c, o muht c gÐnetai akìloujoc, o apokrinìmenoc gÐnetai
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arqhgìc kefal c kai h akm  gÐnetai an�strofh. 'Otan o aplìc arqhgìc eÐnai o muh-

t c, o arqhgìc kefal c eÐnai o apokrinìmenoc kai h akm  eÐnai kai p�li anenerg , o

muht c gÐnetai arqhgìc our�c, o apokrinìmenoc gÐnetai akìloujoc kai h akm  gÐnetai

orj . 'Otan ènac arqhgìc our�c allhlepidr�sei wc muht c me ènan aplì arqhgì mèsw

mÐac anenerg c akm c, o muht c gÐnetai akìloujoc, o apokrinìmenoc gÐnetai arqhgìc

kefal c kai h akm  gÐnetai an�strofh. 'Otan o aplìc arqhgìc eÐnai o muht c, o arqh-

gìc our�c eÐnai o apokrinìmenoc kai h akm  eÐnai kai p�li anenerg , o muht c gÐnetai

arqhgìc our�c, o apokrinìmenoc gÐnetai akìloujoc kai h akm  gÐnetai orj . Autèc oi

metab�seic na sunoyistoÔn tupik� wc ex c:

(l, l, 0)→ (kt, lh, i),

(lh, l, 0)→ (k, lh, i),

(l, lh, 0)→ (lt, k, p),

(lt, l, 0)→ (k, lh, i) kai

(l, lt, 0)→ (lt, k, p).

Me ton trìpo autì oi pr�ktorec organ¸nontai se grammik� upograf mata me swst�

epigr�mmata (deÐte kai p�li ton orismì touc kai to Sq ma 2.1).

Perigr�foume t¸ra p¸c dÔo tètoia grammik� graf mata L1 kai L2 sunen¸nontai.

SumbolÐzoume me l(L) ∈ V kai me kt(L) ∈ V ta akraÐa shmeÐa arqhgoÔ kai akoloÔ-

jou our�c, antÐstoiqa, enìc grammikoÔ graf matoc L me swst� epigr�mmata. 'Otan

o l(L1) = u allhlepidr� wc muht c me ton l(L2) = v mèsw mÐac anenerg c akm c, o

v gÐnetai akìloujoc me èna eidikì shm�di, p.q. k′, h akm  gÐnetai orj  me èna eidikì

shm�di kai o u gÐnetai arqhgìc se mÐa eidik  kat�stash l′ h opoÐa ja taxidèyei proc

ton kt(L1) metatrèpontac par�llhla ìlec tic orjèc akmèc pou ja sunant sei se an�-

strofec kai ìlec tic an�strofec se orjèc. Gia na gnwrÐzei thn kateÔjunsh proc thn

opoÐa prèpei na kinhjeÐ, shmadeÔei k�je akm  pou diasqÐzei. 'Otan telik� ft�sei sto

�kro, metatrèpetai se mÐa �llh eidik  kat�stash kai diasqÐzei to Ðdio monop�ti proc
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thn antÐjeth kateÔjunsh mèqri na sunant sei kai p�li ton v. Autìc o perÐpatoc mporeÐ

na pragmatopoihjeÐ eÔkola, qwrÐc na gÐnetai qr sh twn shmadi¸n, epeid  t¸ra ìlec oi

akmèc èqoun swst� epigr�mmata (katast�seic). Gia na apoklÐnei apì to �kro tou L1

apl¸c akoloujeÐ touc orjoÔc sundèsmouc wc mu tria (me apotèlesma na kinhjeÐ apì

thn our� proc sthn kefal  touc) kai touc an�strofouc sundèsmouc wc apokrinìmenh

(me apotèlesma na kinhjeÐ apì thn kefal  proc sthn our� touc) en¸ par�llhla dia-

gr�fei ìla ta shm�dia pou eÐqan apomeÐnei apì ton prohgoÔmeno perÐpatì thc. 'Otan

ft�sei ston v diagr�fei to shm�di tou, k�nontac thn kat�stas  tou k, kai metatrè-

petai se mÐa �llh eidik  kat�stash h opoÐa prèpei kai p�li na kinhjeÐ proc ton kt(L1)

gia teleutaÐa for� kai qwrÐc na pragmatopoieÐ kamÐa �llh leitourgÐa aut  th for�.

Gia na to k�nei autì apl¸c akoloujeÐ touc orjoÔc sundèsmouc wc apokrinìmenh (apì

thn kefal  sthn our� touc) kai tic an�strofec akmèc wc mu tria (apì thn our� sthn

kefal  touc). 'Otan telik� ft�sei ston kt(L1), o teleutaÐoc gÐnetai aplìc akìloujoc

our�c kai t¸ra eÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti ta L1 kai L2 èqoun sunenwjeÐ epituq¸c

se èna koinì grammikì gr�fhma me swst� epigr�mmata. Sto Sq ma 2.2 parousi�zoume

èna grafikì par�deigma bhmatik c ektèleshc. H orjìthta aut c thc diadikasÐac, pou

kaleÐtai diadikasÐa sunènwshc, ekfr�zetai apì to L mma 3.

L mma 3. 'Otan ta akraÐa shmeÐa arqhgoÔ dÔo xènwn grammik¸n upografhm�twn

L1 = (K1, A1) kai L2 = (K2, A2) tou G me swst� epigr�mmata allhlepidroÔn mèsw

k�poiac e ∈ E, tìte, se peperasmèno arijmì bhm�twn, ta L1 kai L2 sunen¸nontai kai

dÐnoun èna nèo grammikì gr�fhma L3 = (K1∪K2, A1∪A2∪{e}) me swst� epigr�mmata.

Apìdeixh. Exet�zoume ìlec tic pijanèc peript¸seic:

• Ta L1 kai L2 eÐnai kai ta dÔo tetrimmèna (eÐnai apomonwmènoi aploÐ arqhgoÐ, ìpou

me ton ìro ��apomonwmènoi�� ennooÔme ìti ìlec oi akmèc pou prìskeintai se autoÔc

eÐnai anenergèc): Tìte o muht c gÐnetai akìloujoc our�c, o apokrinìmenoc gÐnetai

arqhgìc kefal c kai h akm  gÐnetai an�strofh.
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(αʹ) Πριν τη συνένωση. (βʹ) Η l′ κινείται προς τον kt και αντιστέφει τα ε-

πιγράμματα.

(γʹ) Η l′′ κινείται προς τον k′ και αφαιρεί τα σημά-

δια.

(δʹ) Η l′′′ κινείται προς τον kt και κατά την άφιξή

της γίνεται lt.

(εʹ) Μετά τη συνένωση.

Sq ma 2.2. DÔo grammik� upograf mata sunen¸nontai.

• To L1 den eÐnai tetrimmèno kai to L2 eÐnai tetrimmèno: Upojèste pr¸ta ìti

o arqhgìc tou L1 eÐnai arqhgìc our�c. E�n o arqhgìc our�c eÐnai o muht c,

tìte gÐnetai akìloujoc, o apokrinìmenoc gÐnetai arqhgìc kefal c (to akraÐo

shmeÐo arqhgoÔ tou nèou gramikoÔ graf matoc L3) kai h akm  gÐnetai an�strofh.

Profan¸c, h akm  pou eis qjh deÐqnei proc ton nèo arqhgì tou monopatioÔ kai

swst� eÐnai an�strofh, ìlec oi �llec akmèc swst� diathroÔn ta epigr�mmata

kateÔjunshc pou eÐqan, o prohgoÔmenoc arqhgìc gÐnetai eswterikìc kìmboc,

epomènwc, swst� gÐnetai akìloujoc kai to �llo �kro paramènei anephrèasto,

epomènwc, swst� paramènei akìloujoc our�c. Tic peript¸seic kat� tic opoÐec o

arqhgìc tou L1 eÐnai arqhgìc kefal c kai ekeÐnec kat� tic opoÐec o arqhgìc tou

L1 eÐnai o apokrinìmenoc tic qeirizìmaste me parìmoio trìpo.

• To L1 eÐnai tetrimmèno kai to L2 den eÐnai tetrimmèno: Aut  h perÐptwsh eÐnai

summetrik  me thn prohgoÔmenh.
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• Ta L1 kai L2 eÐnai kai ta dÔo mh tetrimmèna: Upojèste q.b.t.g. ìti o arqhgìc

tou L1 eÐnai o muht c. Tìte o arqhgìc tou L2 ja gÐnei akìloujoc, to opoÐo

eÐnai swstì afoÔ ja apotelèsei ènan eswterikì kìmbo tou nèou grammikoÔ gra-

f matoc L3 (to opoÐo ja eÐnai to apotèlesma thc diadikasÐac sunènwshc). All�

pr¸ta gÐnetai shmademènoc akìloujoc oÔtwc ¸ste na enhmer¸sei ton arqhgì

tou L1 sqetik� me to pou ja prèpei na termatÐsei thn kÐnhs  tou. O arqhgìc

tou L1 pern�ei se mÐa eidik  kat�stash pou èqei apotelesmatikèc allhlepidr�-

seic mìno mèsw energ¸n akm¸n. Autì exasfalÐzei ìti o arqhgìc autìc èqei

apotelesmatikèc allhlepidr�seic mìno me touc geÐtonèc tou sto nèo grammikì

gr�fhma L3. Epiplèon, h akm  mèsw thc opoÐac ta grammik� graf mata L1 kai

L2 sunen¸nontai pern�ei se mÐa shmademènh orj  kat�stash. Stìqoc thc dia-

dikasÐac sunènwshc eÐnai na antistrèyei ìla ta epigr�mmata kateÔjunshc tou

L1, dhlad  na k�nei ìlec tic orjèc akmèc an�strofec kai tic an�strofec orjèc.

O lìgoc eÐnai ìti to akraÐo shmeÐo akoloÔjou tou L1 ja apotelèsei to akraÐo

shmeÐo arqhgoÔ tou L3 kai e�n ta epigr�mmata kateÔjunshc tou L1 parèmenan

amet�blhta, tìte ja  tan apolÔtwc lanjasmèna gia to nèo grammikì gr�fhma.

AntÐjeta, ta epigr�mmata kateÔjunshc tou L2 den prèpei na metablhjoÔn afoÔ o

nèoc touc arqhgìc ja parameÐnei sthn Ðdia meri� (sto Ðdio akraÐo shmeÐo), epomè-

nwc ja suneqÐsoun na eÐnai swst� wc proc thn kateÔjunsh tou monopatioÔ apì

to nèo akraÐo shmeÐo arqhgoÔ tou L3 proc to akraÐo shmeÐo akoloÔjou. 'Otan

o arqhgìc tou L1 allhlepidr� mèsw mÐac mh shmademènhc energ c akm c, gnwrÐ-

zei ìti allhlepidr� me k�poio geÐton� tou pou den èqei akìma episkefjeÐ kai o

opoÐoc brÐsketai sthn kateÔjunsh pou odhgeÐ proc to akraÐo shmeÐo akoloÔjou

our�c tou L1. Epomènwc, antistrèfei to epÐgramma thc akm c, th shmadeÔei gia

na jum�tai thn kateÔjunsh tou monopatioÔ kai metabaÐnei ston geitonikì kìmbo,

dhlad , o geÐtonac gÐnetai eidikìc arqhgìc (se eidik  kat�stash) kai o Ðdioc o

kìmboc gÐnetai akìloujoc. Me ton trìpo autì, o arqhgìc kineÐtai b ma proc b -
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ma proc to �kraio shmeÐo tou L1 antistrèfontac par�llhla ta epigr�mmata twn

akm¸n. Telik�, lìgw thc dikaiosÔnhc, ja ft�sei to �kro. Tìte pern�ei se mÐa

�llh eidik  kat�stash h opoÐa ja diasqÐsei to Ðdio monop�ti proc thn antÐjeth

kateÔjunsh mèqri na sunant sei xan� ton pr¸hn arqhgì tou L2 o opoÐoc eÐnai

t¸ra shmademènoc kai epomènwc mporeÐ na anagnwristeÐ. Apl¸c akoloujeÐ touc

shmademènouc sundèsmouc afair¸ntac par�llhla ta shm�dia twn sundèsmwn pou

diasqÐzei. 'Otan telik� sunant sei to monadikì shmademèno pr�ktora tou L3,

tou afaireÐ to shm�di, k�nont�c ton aplì akìloujo, afaireÐ to shm�di apì th

monadik  akm  pou paramènei shmademènh (aut  pou sunènwse ta L1 kai L2) kai

pern�ei se mÐa �llh eidik  kat�stash h opoÐa ja kinhjeÐ kai p�li proc to �kro

tou L1 kai en suneqeÐa ja gÐnei arqhgìc our�c, dhlad  o arqhgìc our�c tou L3.

Autì mporeÐ na epiteuqjeÐ eÔkola, epeid  t¸ra ìloi oi sÔndesmoi èqoun swst�

epigr�mmata. Sugkekrimèna, gnwrÐzei ìti e�n allhlepidr�sei wc apokrinìmenoc

mèsw enìc orjoÔ sundèsmou   wc o muht c mèsw enìc an�strofou sundèsmou

tìte ja prèpei na diasqÐsei autìn ton sÔndesmo metabaÐnontac kai stic dÔo pe-

ript¸sei èna b ma pio kont� sto �kro tou L1. 'Olec oi �llec allhlepidr�seic

agnooÔntai apì autìn ton eidikì arqhgì. EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti lìgw

thc dikaiosÔnhc kai lìgw tou gegonìtoc ìti mporeÐ na kineÐtai mìno proc to �kro

tou L1, telik� ja to ft�sei. 'Otan sumbeÐ autì, gÐnetai ènac kanonikìc arqh-

gìc our�c. Ja prèpei t¸ra na eÐnai xek�jaro ìti ìloi oi eswterikoÐ kìmboi tou

L3 eÐnai akìloujoi, to èna �kro èqei parameÐnei akìloujoc our�c en¸ to �llo

èqei gÐnei arqhgìc our�c, ìla ta epigr�mmata kateÔjunshc eÐnai swst� kai ìlec

oi upìloipec akmèc, pou den apoteloÔn mèroc tou L3 all� prìskeintai se autì,

èqoun parameÐnei anenergèc. Sunep¸c, to L3 èqei swst� epigr�mmata.

L mma 4. Ta grammik� graf mata me swst� epigr�mmata de mikraÐnoun potè.
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Apìdeixh. 'Estw r to pl joc twn kìmbwn enìc grammikoÔ graf matoc L1. Gia r = 1

to tetrimmèno grammikì gr�fhma apoteleÐtai apì ènan apomonwmèno aplì arqhgì. H

mình apotelesmatik  allhlepÐdrash eÐnai me k�poion �llo arqhgì o opoÐoc eÐnai eÐte

apomonwmènoc kìmboc eÐte o arqhgìc enìc �llou grammikoÔ graf matoc L2. Kai stic

dÔo peript¸seic eÐnai xek�jaro ìti kanèna grammikì gr�fhma de mikraÐnei, afoÔ eÐte

to L1 apokt� akìma èna kìmbo eÐte ta L1 kai L2 sunen¸nontai sqhmatÐzontac èna nèo

grammikì gr�fhma tou opoÐou to pl joc twn kìmbwn eÐnai Ðso me to pl joc twn kìmbwn

tou L2 sun èna. Gia r > 1 to L1 eÐnai èna sunhjismèno grammikì gr�fhma me arqhgì,

eÐte our�c eÐte kefal c. E�n to L1 eÐnai to apotèlesma mÐac sunènwshc h opoÐa akìma

ekteleÐtai, tìte, sÔmfwna me to L mma 3, h diadikasÐa aut  telik� ja termatÐsei kai

to L1 ja èqei tìte ènan arqhgì, eÐte our�c eÐte kefal c. Tìte h mình apotelesmatik 

allhlepÐdrash ja eÐnai metaxÔ tou arqhgoÔ tou L1 kai k�poiou �llou arqhgoÔ. Aut 

me th seir� thc eÐte prosjètei akìma èna kìmbo sto L1 eÐte sunen¸nei to L1 me k�poio

�llo grammikì gr�fhma, epomènwc, kai stic dÔo peript¸seic kanèna grammikì gr�fhma

de mikraÐnei.

JewroÔme touc apomonwmènouc arqhgoÔc wc tetrimmèna grammik� graf mata. E-

pomènwc, arqik� to G eÐnai diamerismèno se n tetrimmèna grammik� graf mata me swst�

epigr�mmata. SÔmfwna me to L mma 4 ta grammik� graf mata me swst� epigr�mma-

ta de mikraÐnoun kai, sÔmfwna me to L mma 3, ìtan oi arqhgoÐ touc allhlepidroÔn

aut� sunen¸nontai sqhmatÐzontac èna nèo grammikì gr�fhma pou perièqei ìlouc touc

kìmbouc touc sun th mÐa epiplèon akm  pou ta sunèdee. Epiprìsjeta, dedomènou ìti

up�rqoun dÔo tètoia upograf mata sthn trèqousa f�sh, up�rqei p�nta h pijanìthta

(lìgw dikaiosÔnhc) aut� na sunenwjoÔn, epeid  èqoun swst� epigr�mmata, gegonìc

pou sunep�getai ìti p�nta ja up�rqoun anenergèc akmèc pou na sundèoun ta �kra ar-

qhgoÔ touc en¸ den up�rqei kamÐa �llh pijan  apotelesmatik  allhlepÐdrash metaxÔ

twn dÔo grafhm�twn. Me apl� lìgia, dÔo tètoia graf mata mporoÔn mìno na sune-
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nwjoÔn kai up�rqei p�nta h dunatìthta na sumbeÐ autì. EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc

ìti aut  h diadikasÐa ja prèpei telik�, lìgw dikaiosÔnhc, na termatÐsei èqontac kata-

skeu�sei èna epikaluptikì grammikì upogr�fhma tou G me swst� epigr�mmata (q�rin

eukolÐac kaloÔme ìlh aut  th diadikasÐa epikaluptik  diadikasÐa).

Je¸rhma 6. 'Estw ìti to gr�fhma epikoinwnÐac G = (V,E) eÐnai èna grammikì gr�-

fhma n praktìrwn me swst� epigr�mmata, ìpou k�je pr�ktorac lamb�nei to sÔmbolo

eisìdou tou se mÐa deÔterh sunist¸sa kat�stashc (h pr¸th qrhsimopoieÐtai gia ta

epigr�mmata kai kaleÐtai sunist¸sa epigr�mmatoc). Tìte uparqei èna PPD A to opoÐo

ìtan ekteleÐtai se èna tètoio gr�fhma prosomoi¸nei mÐa aitiokratik  TM M q¸rou

O(n) (grammikoÔ) pou upologÐzei summetrik� kathgor mata.

Apìdeixh. To A ekmetalleÔetai to gegonìc ìti to G èqei swst� epigr�mmata. GnwrÐzei

ìti up�rqei ènac monadikìc arqhgìc sto èna �kro, to opoÐo ja kaloÔme kai aristerì

�kro, o opoÐoc eÐnai eÐte ènac arqhgìc kefal c eÐte ènac arqhgìc our�c. Epiplèon,

gnwrÐzei ìti to �llo �kro, to dexÐ �kro, eÐnai ènac akìloujoc our�c kai ìti ìloi oi �lloi

(eswterikoÐ) kìmboi eÐnai aploÐ akìloujoi. 'Ola aut� eÐnai wc proc tic sunist¸sec

epigramm�twn tou A. To A gnwrÐzei epÐshc ìti oi deÔterec sunist¸sec perièqoun

arqik� tic arqikèc katast�seic, oi opoÐec jewroÔme ìti eÐnai Ðdiec me ta antÐstoiqa

sÔmbola eisìdou. Xèrei epiprìsjeta ìti oi akmèc èqoun swst� epigr�mmata, to opoÐo

sunep�getai ìti autèc pou akoloujoÔn thn kateÔjunsh tou monopatioÔ ap� to �kro

arqhgoÔ proc to �kro akoloÔjou eÐnai orjèc en¸ oi upìloipec eÐnai an�strofec.

O arqhgìc arqÐzei na prosomoi¸nei thn TM. AfoÔ h M upologÐzei summetrik�

kathgor mata, dÐnei thn Ðdia èxodo gia ìlec tic antimetajèseic twn sumbìlwn opoias-

d pote an�jeshc eisìdou. Ap� tic [7] kai [12] gnwrÐzoume ìti e�n ìlec oi akmèc  tan

orjèc tìte up�rqei èna PP, kai sunep¸c èna PPD (lìgw tou L mmatoc 2), pou pro-

somoi¸nei thnM. Mènei na d.ì. h Ôparxh an�strofwn akm¸n den kajist� adÔnath thn

prosomoÐwsh. H ex ghsh èqei wc ex c. Upojèste ìti k�poioc pr�ktorac u èqei thn
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kefal  thcM p�nw ap� to teleutaÐo sÔmbolo thc sunist¸sac kat�stas c tou (lìgw

thc idiìthtac omoiomorfÐac k�je pr�ktorac mporeÐ na qrhsimopoieÐ èna stajerì arijmì

tètoiwn sumbìlwn). T¸ra, ac upojèsoume ìti hM kineÐ thn kefal  thc dexi�. Tìte

o u prèpei na metabib�sei ton èlegqo ston dexiì tou geÐtona. Gia na to epitÔqei autì,

apl¸c akoloujeÐ mÐa orj  akm  wc muht c   mÐa an�strofh akm  wc apokrinìmenoc.

OmoÐwc ìtan o èlegqoc prèpei na dojeÐ arister�, o pr�ktorac akoloujeÐ mÐa an�strofh

akm  wc muht c   mÐa orj  wc apokrinìmenoc. EÐnai eÔkolo na elègxei kaneÐc ìti me ton

trìpo autì mporoÔme p�nta na akoloujoÔme tic swstèc kateujÔnseic. Tèloc, to A

mporeÐ na anagnwrÐsei ta �kra lìgw twn xeqwrist¸n touc epigramm�twn. Sthn prag-

matikìthta, afoÔ to montèlo PPD mporeÐ na apojhkeÔei plhroforÐa kai stic akmèc, ja

mporoÔsame na qrhsimopoi soume kai mÐa epiplèon sunist¸sa stic akmèc oÔtwc ¸ste

na diplasi�soume to diajèsimo q¸ro (qwrÐc autì na èqei kamÐa shmasÐa sqetik� me thn

orjìthta thc apìdeixhc).

Ja prèpei t¸ra na eÐnai xek�jaro ìti e�n oi pr�ktorec mporoÔsan na antilhfjoÔn

ton termatismì thc epikaluptik c diadikasÐac tìte ja mporoÔsan na prosomoi¸soun

mÐa aitiokratik  TM grammikoÔ q¸rou pou upologÐzei summetrik� kathgor mata. Du-

stuq¸c ìmwc, de mporoÔn na antilhfjoÔn ton termatismì, diìti an mporoÔsan tìte

ja mporoÔsame na d.ì. up�rqei h dunatìthta na antilhfjoÔn termatismì se k�je mh

epikaluptikì grammikì upogr�fhma pou èqei kataskeuasteÐ se k�poio endi�meso b ma

(mporeÐ na apodeiqjeÐ me epiqeir mata summetrÐac se sunduasmì me to gegonìc ìti oi

pr�ktorec de mporoÔn na metr soun èwc to mègejoc tou plhjusmoÔ). Eutuq¸c, mpo-

roÔme na xeper�soume thn adunamÐa anÐqneushc termatismoÔ efarmìzontac thn teqnik 

epanekkÐnhshc [39].

Xekin�me skiagraf¸ntac th mejodologÐa pou ja akoloujhjeÐ sto Je¸rhma 7. Gnw-

rÐzoume ìti ìpote sunen¸nontai dÔo grammik� upograf mata me swst� epigr�mmata, to

nèo gr�fhma kataskeu�zetai se peperasmèno arijmì bhm�twn. Epiplèon, o termatismìc
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aut c thc diadikasÐac mporeÐ na aniqneuteÐ (deÐte thn apìdeixh tou L mmatoc 3). 'O-

tan oloklhr¸netai h diadikasÐa sunènwshc, o monadikìc arqhgìc tou nèou grammikoÔ

graf matoc k�nei ta akìlouja. Upojètei ìti h epikaluptik  diadikasÐa èqei oloklh-

rwjeÐ (mÐa upìjesh pou eÐnai pijanìn l�joc, afoÔ to grammikì upogr�fhma mporeÐ na

mhn eÐnai akìma epikaluptikì) epanafèrei th sunist¸sa kat�stas c tou sto sÔmbolo

eisìdou tou (sunep¸c, epanekkineÐ thn prosomoÐwsh thc TM) kai enhmer¸nei ton dexiì

tou geÐtona na k�nei to Ðdio. H epanafor� tou sumbìlou eisìdou mporeÐ na gÐnei polÔ

eÔkola, afoÔ oi pr�ktorec mporoÔn gia p�nta na diathroÔn ta sÔmbola eisìdou touc

se mÐa sunist¸sa efedreÐac eisìdou pou eÐnai mìno gia an�gnwsh. H orjìthta aut c

thc idèac basÐzetai sto gegonìc ìti h diadikasÐa epanekkÐnhshc lamb�nei epÐshc q¸ra

kai met� th sunènwsh twn dÔo teleutaÐwn grammik¸n upografhm�twn dÐnontac ètsi to

telikì epikaluptikì gr�fhma. Autì pou pragmatik� sumbaÐnei tìte eÐnai ìti h proso-

moÐwsh xekin�ei kai p�li ap� thn arq , sa na mhn eÐqe ektelesteÐ oÔte mÐa for� kat� th

di�rkeia thc epikaluptik c diadikasÐac, kai to Je¸rhma 6 eggu�tai ìti h prosomoÐwsh

ja ektelesteÐ swst� e�n den epanekkinhjeÐ se mellontik� b mata. 'Oti to teleutaÐo

de ja sumbeÐ potè prokÔptei ap� to gegonìc ìti kamÐa �llh diadikasÐa sunènwshc de

ja l�bei plèon q¸ra (èna monadikì epikaluptikì upogr�fhma eÐnai energì kai ìlec oi

upìloipec akmèc eÐnai anenergèc).

Je¸rhma 7. H SSPACE(n) eÐnai uposÔnolo thc MPS.

Apìdeixh. P�rte opoiod pote p ∈ SSPACE(n). Apì to Je¸rhma 6 gnwrÐzoume ì-

ti up�rqei èna PPD A pou upologÐzei stajer� to p se k�poio grammikì gr�fhma n

kìmbwn. Prèpei na d.ì. up�rqei SPPD B pou upologÐzei stajer� to p. Ja kataskeu�-

soume to B ètsi ¸ste na apoteleÐ th sÔnjesh tou A kai enìc �llou prwtokìllou I

pou eÐnai upeÔjuno gia thn epikaluptik  diadikasÐa kai th diadikasÐa epanekkÐnhshc.

H kat�stash k�je pr�ktora apoteleÐtai apì treic sunist¸sec: mÐa mìno gia an�-

gnwsh efedreÐa eisìdou, mÐa pou qrhsimopoieÐtai apì to I kai mÐa pou qrhsimopoieÐta
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apì to A. Epomènwc, ta A kai I ekteloÔntai, kat� mÐa ènnoia, par�llhla se diafore-

tikèc sunist¸sec.

To prwtìkollo I k�nei ta akìlouja. EkteleÐ p�nta thn epikaluptik  diadikasÐa

kai ìtan dÔo grammik� graf mata sunen¸nontai kai h diadikasÐa sunènwshc oloklhr¸-

netai, ekteleÐ thn akìloujh diadikasÐa epanekkÐnhshc. O nèoc arqhgìc u pou proèkuye

apì th sunènwsh shmadeÔetai, p.q. h kat�stas  tou gÐnetai l∗t . Anakalèste ìti to

nèo grammikì gr�fhma èqei epÐshc swst� epigr�mmata. 'Otan o u sunant sei ton dexiì

geÐton� tou, tìte o u jètei thn A sunist¸sa tou sto sÔmbolo eisìdou tou (antigr�-

font�c to apì thn efedreÐa), afaireÐ to shm�di tou kai to metabib�zei sto geÐton� tou

(upenjumÐzoume ìti ta swst� epigr�mmata exasfalÐzoun ìti k�je pr�ktorac xeqwrÐzei

ton aristerì ap� ton dexiì geÐton� tou). 'Otan o nèoc shmademènoc pr�ktorac allhle-

pidr�sei me to dikì tou dexiì geÐtona k�nei ta Ðdia, k.o.k., èwc ìtou allhlepidr�soun oi

dÔo dexiìteroi pr�ktorec; sthn perÐptwsh aut  epanekkinoÔntai kai oi dÔo tautìqrona

kai to eidikì sÔmbolo q�netai. EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti h diadikasÐa aut  exa-

sfalÐzei ìti ìloi oi pr�ktorec sto grammikì gr�fhma epanekkinoÔntai kai ìti prin thn

olokl rwsh aut c thc diadikasÐac oi pr�ktorec pou den èqoun akìma epanekkinhjeÐ de

mporoÔn na èqoun apotelesmatikèc allhlepidr�seic me autoÔc pou èqoun epanekkinhjeÐ

(o eidik� shmademènoc pr�ktorac leitourgeÐ p�nta wc o diaqwrist c metaxÔ twn dÔo

eid¸n praktìrwn). Parathr ste ìti e�n ekkremoÔn �llec diadikasÐec epanekkÐnhshc

apì prohgoÔmena b mata, tìte h nèa diadikasÐa thc exaleÐfei. Autì mporeÐ na gÐnei

eÔkola epeid  to nèo s ma epanekkÐnhshc ja kineÐtai p�nta apì ta arister� proc ta

dexi� kai ètsi ìla ta pali� s mata ja brÐskontai sta dexi� tou; ètsi gnwrÐzoume poia

prèpei na diagrafoÔn. MÐa enallaktik  prosèggish eÐnai na empodÐsoume ton arqhgì

na summet�sqei se nèec diadikasÐec sunènwshc prin thn olokl rwsh thc trèqousac

diadikasÐac epanekkÐnhshc. Aut  h prosèggish eÐnai epÐshc swst : h dikaiosÔnh eg-

gu�tai ìti h diadikasÐa epanekkÐnhshc ja termatÐsei se peperasmèno arijmì bhm�twn,

epomènwc, h diadikasÐa sunènwshc de mporeÐ na parempodisteÐ gia p�nta.
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Apì to Je¸rhma 5 gnwrÐzoume ìti h epikaluptik  diadikasÐa pou ekteleÐtai apì

to I èqei wc apotèlesma to sqhmatismì enìc epikaluptikoÔ grammikoÔ upograf matoc

tou G me swst� epigr�mmata. 'Opwc èqei  dh anaferjeÐ, h epikaluptik  diadikasÐa

termatÐzei ìtan lamb�nei q¸ra h diadikasÐa sunènwshc twn dÔo teleutaÐwn grammik¸n

upografhm�twn kai h teleutaÐa diadikasÐa epÐshc termatÐzei epituq¸c se peperasmèno

arijmì bhm�twn (L mma 3). Epiplèon, apì thn parap�nw suz thsh gnwrÐzoume ìti,

ìtan sumbeÐ autì, h diadikasÐa epanekkÐnhshc ja epanekkin sei epituq¸c ìlouc touc

pr�ktorec. 'Omwc tìte, anexart twc tou mèqri t¸ra upologismoÔ tou (sth diki� tou

sunist¸sa), to A ja ektelesteÐ apì thn arq  se èna grammikì gr�fhma n kìmbwn me

swst� epigr�mmata (to opoÐo gr�fhma de ja epanatropopoihjeÐ sto mèllon), epomènwc

ja upologÐsei stajer� to p. Tèloc, an upojèsoume ìti h èxodoc tou B eÐnai h èxodoc

tou A, tìte katal goume sto ìti kai to SPPD B upologÐzei stajer� to p, �ra èqoume

ìti p ∈ MPS. DeÐte to Sq ma 2.3 gia èna grafikì par�deigma bhmatik c ektèleshc.

2.3.3 'Enac Akrib c Qarakthrismìc: MPS = SNSPACE(n2)

Ed¸ epekteÐnoume tic idèec pou anaptÔqjhkan sthn Enìthta 2.3.2 oÔtwc ¸ste na ka-

jier¸soume ìti h SSPACE(n2) eÐnai uposÔnolo thc MPS pr�gma pou ja shmaÐnei ìti

h MPS eÐnai mÐa ekplhktik� eureÐa kl�sh. Tèloc, ja belti¸soume se SNSPACE(n2)

kai ja d.ì. o teleutaÐoc egkleismìc isqÔei me isìthta, epomènwc ja ft�soume ston

akìloujo akrib  qarakthrismì gia thn MPS: 'Ena kathgìrhma an kei sthn MPS

ann eÐnai summetrikì kai an kei sthn NSPACE(n2).

DÐnoume pr¸ta thn apodeiktik  idèa proc dieukìlunsh tou anagn¸sth.

Apodeiktik  Idèa. To anagkaÐo twn sunjhk¸n eÐnai sqetik� eÔkolo. K�je kathgìrh-

ma sthn MPS eÐnai profan¸c summetrikì kai epiplèon mporoÔme se q¸ro O(n2) na
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(αʹ) Αμέσως μετά τη συνένωση. Το άκρο αρχηγού

έχει το ειδικό σύμβολο αστεριού. Η διαδικασία ε-

πανεκκίνησης ξεκινάει.

(βʹ) Ο u1 επανεκκινείται και ο u2 αποκτά το σημάδι

αστέρι. Παρατηρήστε ότι η πρώτη συνιστώσα του

u1 αποκτά ένα σημάδι παύλα το οποίο εμποδίζει

τον u1 να συμμετάσχει σε ακόμα μία διαδικασία

συνένωσης.

(γʹ) Δε συμβαίνει τίποτα αφού μόνο ο u1 έχει επα-

νεκκινηθεί (ο u2 έχει ακόμα το σημάδι αστέρι).

(δʹ) Ο u2 επανεκκινείται και μεταβιβάζει το σημάδι

στον u3.

Sq ma 2.3. 'Ena par�deigma thc diadikasÐac epanekkÐnhshc amèswc met� th sunènw-
sh dÔo grammik¸n grafhm�twn. Oi pr�ktorec èqoun ta onìmata (u1, u2, . . . , u5). H
kat�stash k�je pr�ktora eÐnai èna 3-di�nusma (c1, c2, c3) ìpou h sunist¸sa c1 pe-
rièqei to epÐgramma tou pr�ktora, h c2 thn kat�stash thc prosomoioÔmenhc TM, kai
h c3 thn efedreÐa eisìdou. Oi èntonec akmèc epishmaÐnoun to zeÔgoc pou èqei mìlic
allhlepidr�sei. O maÔroc pr�ktorac eÐnai o muht c kai o gkri o apokrinìmenoc. Oi
katast�seic twn antÐstoiqwn praktìrwn anane¸nontai se k�je sq ma sÔmfwna me tic
prohgoÔmenec katast�seic touc kai thn prohgoÔmenh kat�stash thc akm c mèsw thc
opoÐac allhlepidroÔn (suneqÐzetai sthn epìmenh selÐda).
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(εʹ) Ούτε ο u4 ούτε ο u5 ακόμα επανεκκινηθεί. ΄Ε-

να βήμα της προσομοίωσης εκτελείται, αλλά αυτό

δεν έχει ιδαίτερη σημασία αφού τόσο ο u4 όσο και

ο u5 θα επανεκκινηθούν σε μελλοντικά βήματα και

δε μπορούν να επικοινωνούν με πράκτορες που έ-

χουν επανεκκινηθεί (το σημάδι αστέρι λειτουργεί

ως διαχωριστής).

(ϛʹ) Ο u3 επανεκκινείται και μεταβιβάζει το σημάδι

στον u4.

(ζʹ) ΄Ενα βήμα της προσομοίωσης εκτελείται φυ-

σιολογικά, αφού και οι δύο έχουν επανεκκινηθεί.

(ηʹ) Και οι δύο επανεκκινούνται και ο u4 περνάει

στην kl. Το σημάδι ‘l’ (‘‘αριστερό’’) θα ταξιδέψει

προς τον u1 για να αφαιρέσει το σημάδι του και να

σημάνει το τέλος της διαδικασίας επανεκκίνησης.

(θʹ) Μετά την ολοκλήρωση της διαδικασίας επα-

νεκκίνησης. Ο αρχηγός είναι και πάλι έτοιμος για

συνένωση.

Sq ma 2.3. 'Ena par�deigma thc diadikasÐac epanekkÐnhshc amèswc met� th sunènwsh
dÔo grammik¸n grafhm�twn.
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ektelèsoume mÐa antaitiokratik  anaz thsh sto gr�fhma metab�sewn tou SPPD pou

upologÐzei stajer� to kathgìrhma.

To eparkèc eÐnai k�pwc pio perÐploko. Prèpei na d.ì. gia ìlec tic summetrikèc

gl¸ssec L ∈ NSPACE(n2) up�rqei èna SPPD pou upologÐzei stajer� to kathgì-

rhma pL, pou orÐzetai wc pL(x) = 1 ann x ∈ L. 'Eqoume  dh deÐxei sto L mma 1 ìti

to pL eÐnai sumetrikì ann h L eÐnai summetrik . Kai ed¸ h basik  idèa eÐnai na orga-

n¸soume touc pr�ktorec se èna epikaluptikì grammikì upogr�fhma tou graf matoc

epikoinwnÐac. Gia na epiteuqjeÐ autì, oi pr�ktorec xekinoÔn na diamorf¸noun mikr�

gramik� graf mata pou sth sunèqeia sunen¸nontai kai epekteÐnontai proc apomonwmè-

nouc kìmbouc. Me thn olokl rwsh aut c thc diadikasÐac, oi akmèc tou epikaluptikoÔ

grammikoÔ graf matoc ja eÐnai energèc kai oi upìloipec O(n2) akmèc ja eÐnai anener-

gèc. T¸ra to dÐktuo mporeÐ na leitourg sei wc mÐa TM q¸rou O(n2) qrhsimopoi¸ntac

touc pr�ktorec wc mon�dec elègqou kai tic anenergèc akmèc wc keli�. 'Opote oi a-

nenergèc akmèc k�poiou pr�ktora exantloÔntai, o pr�ktorac metabib�zei ton èlegqo

(mèsw mÐac energ c akm c) se k�poio geÐton� tou sto epikaluptikì grammikì gr�fhma.

Ekmetalleuìmenoi epiplèon thn eggen  antaitiokratÐa tou protÔpou allhlepidr�sewn,

oi pr�ktorec mporoÔn na prosomoi¸soun thn antaitiokratik  TM pou diagign¸skei thn

L. Parathr ste ìti, afoÔ oi pr�ktorec de mporoÔn na aniqneÔsoun ton termatismì thc

epikaluptik c diadikasÐac, k�je for� pou all�zei h dom  epanekkinoÔn ton upologismì

touc me èna susthmatikì trìpo, ètsi ¸ste oi pr�ktorec pou èqoun epanekkinhjeÐ na

mh mporoÔn na epikoinwn soun me pr�ktorec pou den èqoun akìma epanekkinhjeÐ, qrh-

simopoi¸ntac mÐa efedreÐa thc eisìdou touc pou diathreÐtai kaj� ìlh th di�rkeia tou

upologismoÔ. H telik  epanekkÐnhsh lamb�nei q¸ra ìtan sqhmatisteÐ to epikaluptikì

grammikì gr�fhma kai tìte h prosomoÐwsh ekteleÐtai omal�.

Je¸rhma 8. Upojèste ìti to pl rec gr�fhma epikoinwnÐac G = (V,E) perièqei

èna epikaluptikì grammikì upogr�fhma me swst� epigr�mmata, ìpou k�je pr�ktorac

lamb�nei to sÔmbolo eisìdou tou se mÐa deÔterh sunist¸sa kat�stashc. Tìte up�rqei
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èna PPD A pou ìtan trèqei se èna tètoio gr�fhma prosomoi¸nei mÐa aitiokratik  TM

M q¸rou O(n2) pou upologÐzei summetrik� kathgor mata.

Apìdeixh. Q�rin eukolÐac kai q.b.t.g. upojètoume ìti to A xekin�ei thn ektèles  tou

apì to �kro arqhgoÔ kai ìti arqik� h prosomoÐwsh metakineÐ kai ta n sÔmbola eisìdou

stic aristerìterec exerqìmenec anenergèc akmèc (n − 2 exèrqontai tou arqhgoÔ kai

dÔo akìma exèrqontai tou deÔterou pr�ktora sto grammikì upogr�fhma). Jewr ste

q.b.t.g. ìti to aristerì �kro eÐnai ènac arqhgìc our�c kai to dexiì ènac akìloujoc

our�c. K�je pr�ktorac mporeÐ na xeqwrÐsei touc geÐtonèc tou sto grammikì gr�fhma

ap� touc upìloipouc geÐtonèc tou (kai epiplèon xèrei poioc eÐnai o aristerìc kai poioc o

dexiìc), afoÔ me touc teleutaÐouc sundèetai mèsw anenerg¸n akm¸n. Epiplèon, ta �kra

tou grammikoÔ graf matoc mporoÔn na anagnwristoÔn epeid  to grammikì gr�fhma

èqei swst� epigr�mmata (to èna �kro eÐnai arqhgìc, to �llo akìloujoc our�c kai oi

upìloipoi pr�ktorec akìloujoi). Tèloc, upojètoume ìti oi katast�seic twn akm¸n

apoteloÔntai apì dÔo sunist¸sec; h mÐa qrhsimopoieÐtai gia na qarakthrÐzontai wc

energèc   anenergèc kai h �llh qrhsimopoieÐtai apì thn prosomoÐwsh.

Se antÐjesh me to Je¸rhma 6, ed¸ h prosomoÐwsh qrhsimopoieÐ kai tic anenergèc

akmèc. O ek�stote pr�ktorac pou elègqei thn prosomoÐwsh brÐsketai se mÐa eidik 

kat�stash gia thn opoÐa qrhsimopoieÐtai to shm�di �∗�. AfoÔ h prosomoÐwsh xekin�ei

apì to aristerì �kro (arqhgìc our�c), h kat�stas  tou ja eÐnai h l∗t . 'Otan o arqhgìc

me to shm�di astèri allhlepidr�sei me ton monadikì dexiì tou geÐtona sto grammikì

gr�fhma, h kat�stash tou geÐtona anane¸netai se mÐa kat�stash me shm�di r (dhlad ,

kr). En suneqeÐa, o pr�ktorac kr allhlepidr� me ton dikì tou dexiì geÐtona, o opoÐoc

den eÐnai shmademènoc, kai o geÐtonac anane¸nei thn kat�stas  tou se mÐa eidik  kat�-

stash me shm�di teleÐa (dhlad , k̇) en¸ o �lloc pr�ktorac phgaÐnei sthn k. T¸ra h

mình apotelesmatik  allhlepÐdrash pou mporeÐ na l�bei q¸ra eÐnai metaxÔ tou arqh-

goÔ me to astèri (l∗t ) wc muht  kai tou akoloÔjou me thn teleÐa (k̇) wc apokrinìmenou,

49



h opoÐa mporeÐ na sumbeÐ mìno mèsw thc antÐstoiqhc anenerg c akm c pou touc sun-

dèei. Me ton trìpo autì, h sunist¸sa thc kat�stashc thc akm c pou qrhsimopoieÐtai

gia thn prosomoÐwsh gÐnetai mèroc thc tainÐac thc TM. Sthn pragmatikìthta, h tainÐa

thcM apoteleÐtai mìno apì tic anenergèc akmèc kai h prospèlas  thc gÐnetai me èna

susthmatikì trìpo pou perigr�fetai sth sunèqeia.

E�n h prosomoÐwsh prèpei na suneqÐsei proc ta dexi�, h allhlepÐdrash (l∗t , k̇)

tropopoieÐ thn kat�stash tou pr�ktora me thn teleÐa se kr. E�n prèpei na suneqÐsei

proc t� arister� thn k�nei kl. 'Enac pr�ktorac sthn kat�stash kr allhlepidr� me ton

dexiì tou geÐtona b�zont�c tou mÐa teleÐa en¸ ènac pr�ktorac sthn kl k�nei to Ðdio ston

aristerì tou geÐtona. Me ton trìpo autì, h teleÐa kineÐtai arister� kai dexi� metaxÔ

twn praktìrwn akolouj¸ntac tic energèc akmèc. H jèsh thc teleÐac sto grammikì

gr�fhma kajorÐzei to poia exerqìmenh anenerg  akm  tou l∗t ja qrhsimopoihjeÐ gia

thn prosomoÐwsh. H akoloujÐa sÔmfwna me thn opoÐa h teleÐa diasqÐzei to gr�fhma

kajorÐzei thn akoloujÐa me thn opoÐa o l∗t episkèptetai tic exerqìmenec anenergèc

akmèc tou. Epomènwc, e�n prèpei na suneqÐsei sthn epìmenh anenerg  metakineÐ thn

teleÐa dexi� (mèsw mÐac kat�stashc kr) en¸ an prèpei na suneqÐsei sthn prohgoÔmenh

metakineÐ thn teleÐa arister� (mèsw mÐac kat�stashc kl). Ja prèpei na shmei¸soume

ìti o ek�stote pr�ktorac pou èqei thn teleÐa paÐzei to rìlo thc kefal c thc TM,

afoÔ deÐqnei thn akm  (h opoÐa antistoiqeÐ se k�poio kelÐ thc M) sthn opoÐa ja

suneqÐsei h prosomoÐwsh. 'Opwc  dh anafèrjhke, mìno oi anenergèc akmèc kratoÔn ta

perieqìmena thc tainÐac thc TM. Oi energèc qrhsimopoioÔntai gia na epitrèpoun stic

eidikèc katast�seic na diasqÐzoun to grammikì gr�fhma.

Jewr ste thn perÐptwsh kat� thn opoÐa h teleÐa ft�nei ston akìloujo our�c (kt)

kai h prosomoÐwsh met� thn allhlepÐdrash (l∗t , k̇t) lèei ��dexi���. AfoÔ h prosomoÐwsh

èqei episkefjeÐ ìlec tic exerqìmenec tou l∗t , o èlegqoc prèpei na metabibasteÐ ston

epìmeno pr�ktora tou grammikoÔ graf matoc (o dexiìc geÐtonac tou lt). Autì epitug-

q�netai dhmiourg¸ntac mÐa akìma eidik  kat�stash pou kineÐtai apì to dexÐ �kro proc
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t� arister� mèqri na sunant sei ton l∗t . Tìte tou afaireÐ to astèri kai to anajètei ston

epìmeno pr�ktora, o opoÐoc èqei t¸ra ton èlegqo thc prosomoÐwshc kai ja episkefjeÐ

tic dikèc tou exerqìmenec anenergèc akmèc. Parìmoia diadikasÐa lamb�nei q¸ra ìtan

en¸ h prosomoÐwsh elègqetai apì opoiond pote akìloujo, ft�sei sto aristerì �kro

(arqhgoÔ) kai zht sei na suneqÐsei arister�.

'Otan o èlegqoc thc prosomoÐwshc ft�sei se ènan akìloujo, tìte autìc gia na

episkefjeÐ thn pr¸th tou akm  topojeteÐ thn teleÐa sto aristerì �kro (arqhgoÔ), en

suneqeÐa ston epìmeno pr�ktora apì t� arister� k.o.k. E�n h teleÐa ft�sei ston Ðdio

(pou èqei to astèri) tìte autìc apl¸c th metabib�zei proc ta dexÐa (prospern¸ntac

ton eautì tou) ston epìmeno pr�ktora proc ton opoÐo èqei exerqìmenh anenerg  a-

km  (prosèxte ìti h metabÐbash thc teleÐac gÐnetai p�nta mèsw energ¸n akm¸n). Me

ton trìpo autì, k�je pr�ktorac episkèptetai tic exerqìmenec akmèc tou me mÐa sugke-

krimènh seir�, h opoÐa upodeiknÔetai apì thn prosomoioÔmenh TM. 'Etsi parèqetai o

O(n2) q¸roc pou qrei�zetai h prosomoÐwsh. Sto Sq ma 2.4 parousi�zetai èna grafikì

par�deigma.

Parathr ste pwc h upìjesh ìti mìno oi anenergèc akmèc qrhsimopoioÔntai apì

thn prosomoÐwsh wc keli� thc M den eÐnai perioristik . O mhqanismìc pou mìlic

perigr�yame mporeÐ na epektajeÐ oÔtwc ¸ste na qrhsimopoieÐ wc keli� tìso tic energèc

akmèc ìso kai touc pr�ktorec. Se k�je perÐptwsh, oi anenergèc akmèc twn praktìrwn

eÐnai asumptwtik� eparkeÐc.

Je¸rhma 9. H SSPACE(n2) eÐnai uposÔnolo thc MPS.

Apìdeixh. H basik  idèa eÐnai parìmoia me ekeÐnh thc apìdeixhc tou Jewr matoc 7

(basÐzetai kai aut  sthn teqnik  epanekkÐnhshc). Upojètoume ìti oi katast�seic twn

akm¸n apoteloÔntai apì dÔo sunist¸sec; h mÐa qrhsimopoieÐtai gia na qarakthrÐzontai

wc energèc   anenergèc kai h �llh qrhsimopoieÐtai apì thn prosomoÐwsh (prwtìkollo

A tou Jewr matoc 8).
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(αʹ) Ο πράκτορας στην k∗ ελέγχει τώρα την προ-

σομοίωση.

(βʹ) ΄Ενα βήμα της προσομοίωσης εκτελείται στην

ανενεργή ακμή. Η ΤΜ λέει ‘‘δεξιά’’ και ο k∗ πρέ-

πει να τρέξει τώρα την προσομοίωση στην πρώτη

ανενεργή ακμή προς τα δεξιά.

(γʹ) Το σημάδι r ταξιδεύει προς τα δεξιά μέχρι να

συναντήσει τον πρώτο πράκτορα που έχει ανενεργή

εισερχόμενη ακμή από τον k∗.

(δʹ) Το σημάδι ακόμα ταξιδεύει.

Sq ma 2.4. 'Ena par�deigma prosomoÐwshc mÐac aitiokratik c TM q¸rou O(n2). H
prosomoÐwsh ekteleÐtai stic deÔterec sunist¸sec (kat�stashc) twn anenerg¸n akm¸n
(autèc twn opoÐwn oi pr¸tec sunist¸sec eÐnai 0). Oi èntonec akmèc epishmaÐnoun to
zeÔgoc pou èqei mìlic allhlepidr�sei. O maÔroc pr�ktorac eÐnai o muht c kai o gkri
o apokrinìmenoc. Oi katast�seic twn antÐstoiqwn praktìrwn anane¸nontai se k�je
sq ma sÔmfwna me tic prohgoÔmenec katast�seic touc kai thn prohgoÔmenh kat�stash
thc akm c mèsw thc opoÐac allhlepidroÔn. Parousi�zoume mìno tic apotelesmatikèc
allhlepidr�seic; eÐnai pijanìn metaxÔ dÔo suneqìmenwn sqhm�twn na lamb�nei q¸ra
opoiosd pote peperasmènoc arijmìc anapotelesmatik¸n allhlepidr�sewn. H dikaio-
sÔnh exasfalÐzei ìti mÐa apotelesmatik  allhlepÐdrash pou mporeÐ p�nta na sumbeÐ
telik� ja sumbeÐ (suneqÐzetai sthn epìmenh selÐda).
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(εʹ) Ο ζητούμενος πράκτορας βρέθηκε. Το ειδικό

σημάδι τελεία θα κάνει την προσομοίωση να τρέξει

στην επόμενη ανενεργή ακμή.

(ϛʹ) ΄Ενα βήμα της προσομοίωσης εκτελείται. Η

ΤΜ λέει ‘‘αριστερά’’ και η προσομοίωση πρέπει και

πάλι να χρησιμοποιήσει την προηγούμενη ανενεργή

ακμή.

(ζʹ) Το σημάδι τελεία τοποθετείται σε λάθος πρά-

κτορα (η προσομοίωση χρησιμοποιεί μόνο τις ανε-

νεργές εξερχόμενες του k∗).

(ηʹ) Το σφάλμα ανιχνεύεται αφού η αλληλεπίδραση

λαμβάνει χώρα μέσω ενεργής ακμής. Το σημάδι l

συνεχίζει το ταξίδι του προς τ’ αριστερά.

(θʹ) Το σημάδι τελεία τοποθετείται στο άκρο αρ-

χηγού.

(ιʹ) ΄Ενα βήμα της προσομοίωσης εκτελείται. Η

ΤΜ λέει πάλι ‘‘αριστερά’’ αλλά είναι ήδη στον α-

ριστερότερο πράκτορα. Δημιουργείται ένα ειδικό

σημάδι R για να αλλάξει τον πράκτορα που ελέγ-

χει την προσομοίωση.

Sq ma 2.4. 'Ena par�deigma prosomoÐwshc mÐac aitiokratik c TM q¸rou O(n2) (su-
neqÐzetai sthn epìmenh selÐda).
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(ιαʹ) Ανιχνεύτηκε ο πράκτορας που ελέγχει την

προσομοίωση. Το σημάδι L θα μεταβιβάσει τον

έλεγχο στον αριστερό γείτονα.

(ιβʹ) Το σημάδι αστέρι μεταβιβάστηκε στα αριστε-

ρά. Το αριστερό άκρο ελέγχει τώρα την προσομοί-

ωση και θα χρησιμοποιήσει τις δικές του ανενεργές

εξερχόμενες ακμές. Το σημάδι kt υποδεινύει ότι θα

πρέπει να συνεχίσει απ’ την τελευταία εξερχόμενη

ακμή του (παίζει το ρόλο ενός τεχνητού σημαδιού

τελεία πάνω απ’ το άκρο ακολούθου.

(ιγʹ) Εκτελείται ένα βήμα της προσομοίωσης. Η

ΤΜ λέει πάλι ‘‘αριστερά’’.

(ιδʹ) Το σημάδι τελεία μεταβιβάστηκε αριστερά.

(ιεʹ) Εκτελείται ένα βήμα της προσομοίωσης. Η

ΤΜ αποδέχεται και μία αποδεκτική συνιστώσα δη-

μιουργείται και στους δύο πράκτορες.

(ιϛʹ) Η αποδεκτική συνιστώσα διαδίδεται σε πεπε-

ρασμένο αριθμό βημάτων (λόγω δικαιοσύνης) σε

όλους τους πράκτορες και ο πληθυσμός αποδέχε-

ται.

Sq ma 2.4. 'Ena par�deigma prosomoÐwshc mÐac aitiokratik c TM q¸rou O(n2).

54



Aut  th for�, h diadikasÐa epanekkÐnhshc prospajeÐ na epanekkin sei ìqi mìno touc

pr�ktorec enìc grammikoÔ graf matoc all� kai ìlec tic exerqìmenec anenergèc akmèc

touc. Xekin�me perigr�fontac diexodik� th diadikasÐa epanekkÐnhshc. 'Opote termatÐzei

h diadikasÐa sunènwshc dÔo grammik¸n grafhm�twn, dÐnontac èna nèo grammikì gr�fh-

ma L, to akraÐo shmeÐo arqhgoÔ tou L pern�ei se mÐa eidik  fragmènh kat�stash, èstw

lb, pou empodÐzei to L na sunenwjeÐ me k�poio �llo gr�fhma ìso h diadikasÐa epanek-

kÐnhshc ekteleÐtai. To L ja gÐnei kai p�li ètoimo gia sunènwsh mìlic oloklhrwjeÐ h

diadikasÐa epanekkÐnhshc. Allhlepidr¸ntac me to dexiì tou geÐtona pou brÐsketai sthn

k mèsw enenerg c akm c, o lb diadÐdei th fragmènh kat�stash ston geÐton� tou (dhlad 

ton k�nei kb) kai ton epanekkineÐ. H fragmènh kat�stash diadÐdetai me ton Ðdio trìpo

apì t� arister� proc ta dexi� (proc ton akìloujo our�c) epanekkin¸ntac ìlouc touc

endi�mesouc akoloÔjouc kai k�nontac thn kat�stas  touc kb. 'Otan ft�sei sto �kro,

dhmiourgeÐtai mÐa nèa eidik  kat�stash k0, h opoÐa diasqÐzei to L proc thn antÐstrofh

kateÔjunsh. 'Otan h k0 ft�sei sto �kro arqhgoÔ, exaleÐfetai kai o arqhgìc anane¸nei

thn kat�stas  tou se l∗.

T¸ra xekin�ei h epanekkÐnhsh twn anenerg¸n akm¸n. 'Otan o arqhgìc pou brÐske-

tai sthn l∗ allhlepidr�sei me ton dexiì tou geÐtona sto grammikì gr�fhma, anane¸nei

thn kat�stash tou geÐton� tou se mÐa eidik  kat�stash paÔla, p.q. k̄. 'Otan o pr�-

ktorac me thn paÔla allhlepidr�sei me ton dikì tou dexiì geÐtona, o opoÐoc den eÐnai

shmademènoc, h kat�stash tou geÐtona paÐrnei mÐa teleÐa, p.q. k̇. T¸ra oi paÔlec de

mporoÔn na diadojoÔn kai h monadik  apotelesmatik  allhlepÐdrash eÐnai metaxÔ tou

arqhgoÔ me to astèri kai tou akoloÔjou me thn teleÐa. H allhlepÐdrash aut  epanek-

kineÐ th sunist¸sa kat�stashc thc akm c pou qrhsimopoieÐtai gia thn prosomoÐwsh kai

metatrèpei thn kat�stash tou apokrinìmenou akoloÔjou se k̄. 'Epeita, autìc dÐnei thn

teleÐa ston dexiì tou geÐtona, h deÔterh exerqìmenh akm  tou arqhgoÔ epanekkineÐtai

me autì ton trìpo k.o.k. mèqric ìtou arqikopoihjeÐ kai h teleutaÐa exerqìmenh tou

arqhgoÔ (aut  pou ton sundèei me to �llo �kro tou grammikoÔ graf matoc). Autì pou
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sumbaÐnei tìte eÐnai ìti oi paÔlec diagr�fontai h mÐa met� thn �llh apì dexi� proc t� a-

rister� (jumhjeÐte ìti ìlec oi exerqìmenec tou arqhgoÔ èqoun epanekkinhjeÐ) kai tèloc

to astèri kineÐtai èna b ma proc ta dexi�. O pr¸toc akìloujoc èqei t¸ra to astèri kai

epanekkineÐ tic dikèc tou exerqìmenec apì t� arister� proc ta dexi� me parìmoio trìpo.

H diadikasÐa aut  epanalamb�netai mèqri to dexÐ �kro tou L na epanekkin sei ìlec

tic exerqìmenec akmèc tou. Mìlic sumbei autì, to A ja ektelèsei thn prosomoÐws 

tou stic swstèc epanekkinhmènec katast�seic. Parìti eÐnai xek�jaro ìti h diadikasÐa

pou mìlic perigr�yame ekteleÐtai swst� ìtan to L eÐnai epikaluptikì, epeid  ìlec oi

exerqìmenec akmèc èqoun tic kefalèc touc p�nw sto grammikì gr�fhma, den eÐnai tìso

safèc ìti termatÐzei swst� ìtan to L den eÐnai epikaluptikì. O lìgoc eÐnai ìti sthn

teleutaÐa perÐptwsh ja up�rqoun p�nta anenergèc akmèc metaxÔ praktìrwn tou L kai

praktìrwn k�poiou �llou grammikoÔ upograf matoc L′. EÐnai krÐsimo na apodeÐxoume

ìti kanèna prìblhma de ja anakÔyei, diaforetik� up�rqei o kÐndunoc na mhn termatÐsei

potè h diadikasÐa epanekkÐnhshc tou L. Autì ja kajistoÔse thn epikaluptik  dia-

dikasÐa anÐkanh na sunen¸sei to L me k�poio �llo grammikì gr�fhma kai ètsi de ja

sqhmatizìtan potè epikaluptikì gr�fhma.

L mma 5. 'Estw L kai L′ dÔo xèna grammik� upograf mata tou G kai upojèste ìti to

L trèqei mÐa diadikasÐa epanekkÐnhshc. H diadikasÐa termatÐzei p�nta se peperasmèno

arijmì bhm�twn.

Apìdeixh. E�n to L′ den trèqei diadiakasÐa epanekkÐnhshc tìte de mporeÐ na up�rxei

sÔgkroush metaxÔ twn L kai L′. O lìgoc eÐnai ìti h diadikasÐa epanekkÐnhshc èqei

k�poia apotelesmatik  allhlepÐdrash mèsw mÐac anenerg c akm c mìno ìtan h our�

thc akm c brÐsketai sthn kat�stash astèri kai h kefal  thc sthn kat�stash teleÐa.

'Omwc autèc oi katast�seic mporoÔn na emfanistoÔn se èna grammikì gr�fhma mìno

en¸ autì ekteleÐ mÐa diadikasÐa epanekkÐnhshc. Epomènwc, sthn perÐptwsh aut  h

diadikasÐa epanekkÐnhshc tou L ja ektelesteÐ san na mhn up rqe to L′.
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E�n to L′ trèqei epÐshc mÐa diadikasÐa epanekkÐnhshc, tìte up�rqoun dÔo pijanèc

sugkroÔseic:

1. 'Enac pr�ktorac astèri tou L allhlepidr� me ènan pr�ktora teleÐa tou L′: Se

aut  thn perÐptwsh, o pr�ktorac teleÐa tou L′ gÐnetai apl¸c ènac akìloujoc me

paÔla, kai o pr�ktorac astèri tou L diathreÐ thn kat�stas  tou. Epomènwc, h

diadikasÐa epanekkÐnhshc tou L den ephre�zetai.

2. 'Enac pr�ktorac astèri tou L′ allhlepidr� me ènan pr�ktora teleÐa tou L: T¸ra

sumbaÐnei to antÐjeto kai h diadikasÐa epanekkÐnhshc tou L saf¸c ephre�zetai.

Autì ìmwc pou pragmatik� sumbaÐnei eÐnai ìti o pr�ktorac teleÐa tou L gÐnetai

akìloujoc me paÔla mèsw mÐac l�jouc allhlepÐdrashc. 'Omwc autì den kajuste-

reÐ thn prìodo thc diadikasÐac epanekkÐnhshc; apl¸c proodeÔei èna b ma qwrÐc

na epanekkineÐ th swst  akm .

Sthn pr¸th perÐptwsh h diadikasÐa den ephre�zetai kajìlou kai sth deÔterh h diadika-

sÐa den kajustereÐ (apl¸c proodeÔei k�poia b mata qwrÐc na epanekkineÐ tic kat�llhlec

akmèc), epomènwc, termatÐzei p�nta se peperasmèno arijmì bhm�twn (lìgw thc dikaio-

sÔnhc kai lamb�nontac up� ìyin th suz thsh pou prohg jhke tou l mmatoc) kai to L ja

summet�sqei se peperasmèno arijmì bhm�twn se akìma mÐa diadikasÐa sunènwshc.

To L mma 5 exasfalÐzei ìti h epikaluptik  diadikasÐa termatÐzei èqontac kata-

skeu�sei èna epikaluptikì grammikì upogr�fhma me energèc akmèc, en¸ ìlec oi upì-

loipec akmèc tou G eÐnai anenergèc. Sthn perÐptwsh aut , afoÔ up�rqei èna monadikì

grammikì upogr�fhma (to epikaluptikì), de mporeÐ na up�rxei kamÐa sÔgkroush kai prè-

pei na eÐnai safèc ìti ìloi oi pr�ktorec kai ìlec oi akmèc ja epanekkinhjoÔn swst�.

'Otan h teleutaÐa diadikasÐa epanekkÐnhshc oloklhrwjeÐ, to prwtìkollo A arqÐzei thn

teleutaÐa tou ektèlesh, aut  th for� sto swstì epanekkinhmèno sÔsthma. ExasfalÐ-

zoume tèloc ìti h prosomoÐwsh den all�zei potè ta epigr�mmata pou qrhsimopoioÔntai
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apì thn epikaluptik  diadikasÐa kai th diadiakasÐa epanekkÐnhshc. Ta epigr�mmata

aut� eÐnai mìno gia an�gnwsh apì th skopi� tou A. Sthn apìdeixh tou Jewr matoc 8

k�name to A na shmadeÔei ta epigr�mmata oÔtwc ¸ste na ektelesteÐ swst�. T¸ra je-

wroÔme apl¸c ìti aut� ta shm�dia topojetoÔntai se mÐa xeqwrist  uposunist¸sa tou

A h opoÐa agnoeÐtai apì tic �llec diergasÐec. H apìdeixh oloklhr¸netai lamb�nontac

up� ìyin to Je¸rhma 8 pou lèei ìti aut  h kataskeu  pou parousi�same eÐnai akrib¸c

ì, ti qrei�zetai to A gia na ektelesteÐ swst�.

Parousi�same thn parap�nw apìdeixh kat� k�poio trìpo perigrafik� oÔtwc ¸ste

na apofÔgoume tic pollèc leptomèreiec qamhloÔ epipèdou. Gia lìgouc plhrìthtac,

parousi�zoume xeqwrist� mÐa tupik  kataskeuastik  apìdeixh sto tèloc thc paroÔsac

enìthtac.

Je¸rhma 10. H SNSPACE(n2) eÐnai uposÔnolo thc MPS.

Apìdeixh. Sta Jewr mata 8 kai 9 deÐxame ìti to montèlo SPPD mporeÐ na prosomoi¸-

sei mÐa aitiokratik  TMM q¸rou O(n2). Ed¸ parousi�zoume k�poiec tropopoi seic

pou ja epitrèyoun thn prosomoÐwsh mÐac antaitiokratik c TM N Ðdiou megèjouc mn -

mhc. H N eÐnai parìmoia me thnM. Parathr ste ìti h N eÐnai diagn¸sthc gia k�poio

kathgìrhma thc SNSPACE(n2), epomènwc, p�nta termatÐzei. Oi tropopoi seic pou

k�noume aforoÔn stic sunist¸sec kat�stashc twn praktìrwn kai th diadikasÐa epa-

nekkÐnhshc met� apì k�je sunènwsh grammik¸n grafhm�twn.

K�je kat�stash pr�ktora c ∈ Q èqei mÐa epiplèon tètarth sunist¸sa c4 (apì ed¸

kai sto ex c ja thn anafèroume wc sunist¸sa epilog c) h opoÐa arqikopoieÐtai sthn

tim  tmax − 1, ìpou tmax eÐnai o mègistoc arijmìc antaitiokratik¸n epilog¸n mprost�

stic opoÐec mporeÐ na brejeÐ potè h N . Ja prèpei na shmei¸soume ìti k�je pr�kto-

rac ja prèpei na eÐnai se jèsh na apojhkeÔsei th sun�rthsh metab�sewn thc N (h

opoÐa perilamb�nei tic antaitiokratikèc metab�seic) oÔtwc ¸ste na mporeÐ na thn ekte-

lèsei. Profan¸c, up�rqei èna stajerì �nw fr�gma sto pl joc twn antaitiokratik¸n
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epilog¸n (anex�rthto tou megèjouc tou plhjusmoÔ) kai sunep¸c autì eÐnai efiktì.

Epiplèon, to tmax mporeÐ eÔkola na exaqjeÐ apì th sun�rthsh metab�sewn thc N .

Se ì, ti afor� sth diadikasÐa epanekkÐnhshc, aut  all�zei wc ex c: K�je for� pou

ènac arqhgìc epanekkineÐtai jètei th sunist¸sa epilog c sthn tim  tmax−1. K�je for�

pou kat� th di�rkeia thc epanekkÐnhshc to astèri pern�ei apì ènan pr�ktora v ston

dexiì tou geÐtona u, o u jètei th sunist¸sa epilog c tou sth sunist¸sa tou v meÐon èna.

E�n h nèa tim  eÐnai mikrìterh tou 0 tìte gÐnetai tmax−1. Apì to Je¸rhma 9 gnwrÐzoume

ìti oi epanekkin seic telik� ja stamat soun kai ìti h teleutaÐa epanekkÐnhsh lamb�nei

q¸ra se èna epikaluptikì grammikì gr�fhma tou G me swst� epigr�mmata. AfoÔ h

diadikasÐa epanekkÐnhshc pragmatopoieÐtai apì t� arister� proc ta dexÐa, met� to pèrac

thc teleutaÐac tètoiac diadikasÐac ja èqoume èna epikaluptikì grammikì gr�fhma ìpou

oi sunist¸sec epilog c ja eÐnai tmax−1, tmax−2, . . . , 1, 0, tmax−1, . . . k.o.k. Apì ed¸

kai sto ex c oi sunist¸sec autèc de ja tropopoihjoÔn.

Gia na to doÔme lÐgo pio susthmatik�, ac jewr soume ìti k�je pr�ktorac tou gram-

mikoÔ graf matoc èqei mÐa jèsh an�loga me thn apìstas  tou apì to �kro arqhgoÔ.

O arqhgìc èqei th jèsh 0, o geÐton�c tou thn 1, k.o.k. Tìte o tÔpoc pou kajorÐzei

thn tim  thc sunist¸sac epilog c gia k�je pr�ktora eÐnai

(tmax − 1)− (jèsh mod tmax).

Parathr ste, wstìso, ìti oi Ðdioi oi pr�ktorec de gnwrÐzoun ton tÔpo autìn oÔte

gnwrÐzoun th jèsh touc kai apl¸c anajètoun tic timèc me ton trìpo pou perigr�yame

sthn prohgoÔmenh par�grafo. H jèsh exart�tai apì to mègejoc tou plhjusmoÔ kai

de qwr�ei sth mn mh tou pr�ktora.

'Opote prèpei na gÐnei mÐa antaitiokratik  epilog  metaxÔ t upoyhfÐwn metab�se-

wn, ìpou ex� orismoÔ t ≤ tmax, o pr�ktorac u pou elègqei thn prosomoÐwsh thc N

antistoiqÐzei touc arijmoÔc 0, 1, . . . , t − 1 stic metab�seic autèc kai perimènei gia mÐa

aujaÐreth allhlepÐdrash. H sunist¸sa epilog c tou pr�ktora v me ton opoÐo ja èqei
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thn epìmenh allhlepÐdrash kajorÐzei thn antaitiokratik  epilog . Autì epitugq�netai

b�zontac ton u na epilèxei thn upoy fia met�bash pou èqei antistoiqhjeÐ me ton arijmì

v(c4) mod t, ìpou v(c4) sumbolÐzei th sunist¸sa epilog c tou v. Parathr ste ìti se

k�je tètoio b ma ìlec oi pijanèc antaiokratikèc epilogèc mporoÔn na sumboÔn, arkeÐ

na up�rqei epark c arijmìc praktìrwn, to opoÐo isqÔei asumptwtik�.

'Opwc kai sthM, k�je for� pou h prosomoÐwsh ft�nei se mÐa apodektik  kat�sta-

sh ìloi oi pr�ktorec dÐnoun èxodo 1 kai h prosomoÐwsh termatÐzei. Epiprìsjeta, k�je

for� pou h prosomoÐwsh ft�nei se mÐa aporriptik  kat�stash epanekkineÐtai afoÔ den

arkeÐ h eÔresh enìc aporriptikoÔ kl�dou gia na diagnwsteÐ h apìrriyh. H diakaiosÔnh

eggu�tai ìti me ton trìpo autì kai an den parjeÐ k�poia endi�mesh apìfash telik� ja

akoloujhjoÔn ìla ta pijan� monop�tia tou dèntrou upologismoÔ thc N . H apìdeixh

orjìthtac perilamb�nei tic akìloujec dÔo peript¸seic:

1. E�n h N aporrÐptei tìte telik� k�je pr�ktorac dÐnei èxodo 0. Arqik�, h èxodoc

k�je pr�ktora eÐnai 0 kai all�zei mìno an h N apodeqjeÐ. 'Omwc ìloi oi kl�doi

tou upologismoÔ thcN aporrÐptoun, epomènwc h èxodoc k�je pr�ktora paramènei

gia p�nta 0.

2. E�n h N apodèqetai tìte telik� k�je pr�ktorac dÐnei èxodo 1. AfoÔ h N apo-

dèqetai, up�rqei k�poia akoloujÐa f�sewn pou katal gei se mÐa f�sh C ′ sthn

opoÐa k�je pr�ktorac dÐnei èxodo 1. ArkeÐ na d.ì. k�je upologismìc ft�nei sth

C ′. 'Estw ìti k�poioc upologismìc de ft�nei. AfoÔ h N termatÐzei p�nta, h

prosomoÐwsh ja brejeÐ sthn arqik  f�sh, èstw C, �peiro arijmì for¸n. Lìgw

thc dikaiosÔnhc, to Ðdio ja èprepe na isqÔei kai gia th C ′, �ra �topo. Sunep¸c,

k�je upologismìc ft�nei telik� se k�poia tètoia C ′ kai h èxodoc stajeropoieÐtai

sthn tim  1.

60



Orismìc 7. 'Estw DMP (UMP ) h kl�sh twn kathgorhm�twn pou eÐnai stajer�

upologÐsima apì to montèlo PPD se opoiad pote oikogèneia G kateujunt¸n (akateÔ-

juntwn) kai sunektik¸n grafhm�twn epikoinwnÐac.

Sto je¸rhma pou akoloujeÐ sumbolÐzoume m to pl joc twn akm¸n tou graf matoc

epikoinwnÐac.

Je¸rhma 11. 'Ola ta kathgor mata sthn DMP kai thn UMP an koun epÐshc sthn

kl�sh NSPACE(m).

Apìdeixh. 'Estw A èna PPD pou upologÐzei stajer� èna tètoio kathgìrhma p se

k�poia oikogèneia grafhm�twn G, kai èstw G ∈ G opoiod pote gr�fhma aut c thc

oikogèneiac. AfoÔ to G eÐnai p�nta sunektikì, èqoume ìti m ≥ n − 1. MÐa f�sh

diktÔou mporeÐ na anaparastajeÐ �mesa, apojhkeÔontac mÐa kat�stash an� kìmbo kai

mÐa kat�stash an� akm  tou G. Autì apaiteÐ q¸ro O(m) (sthn pragmatikìthta, eÐnai

m + n, all� afoÔ m ≥ n− 1, to m uperisqÔei tou n). UpenjumÐzoume ìti h gl¸ssa

pou antistoiqeÐ sto p orÐzetai wc Lp = {x | x ∈ X∗ kai p(x) = 1}.

Parousi�zoume antaitiokratik  TMMA pou diagign¸skei thn Lp se q¸ro O(m).

HMA leitourgeÐ wc ex c: Gia na apodeqjeÐ thn eÐsodo x, hMA prèpei na epalhjeÔsei

dÔo sunj kec:

1. 'Oti up�rqei mÐa f�sh C prosb�simh apì thn I(x) (h arqik  f�sh pou antistoiqeÐ

sthn x), kat� thn opoÐa ìloi oi pr�ktorec dÐnoun èxodo 1 kai

2. ìti den up�rqei C ′ prosb�simh apì th C, kat� thn opoÐa toul�qiston ènac pr�-

ktorac dÐnei èxodo 0.

H pr¸th sunj kh epalhjeÔetai manteÔontac kai elègqontac mÐa akoloujÐa f�sewn

diktÔou, xekin¸ntac ap� thn I(x) kai ft�nontac mÐa tètoia C. HMA manteÔei mÐa Ci+1

k�je for�, epalhjeÔei ìti Ci → Ci+1 (xekin¸ntac ap� th C0 = I(x), dhlad  i = 0)
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kai, e�n isqÔei, antikajist� th Ci me th Ci+1, diaforetik� pet�ei aut  th Ci+1. H

deÔterh sunj kh eÐnai to sumpl rwma enìc parìmoiou probl matoc anaz thshc. 'Omwc,

h NSPACE eÐnai kleist  wc proc to sumpl rwma gia ìlec tic qwrikèc sunart seic pou

eÐnai ≥ log n (blèpe je¸rhma Immerman-Szelepcsényi [40]   [47] selÐdec 151 − 153).

Epomènwc, hMA diagign¸skei thn Lp se q¸ro O(m).

To Je¸rhma 11 èqei thn akìloujh �mesh sunèpeia.

Pìrisma 2. H MPS eÐnai uposÔnolo thc SNSPACE(n2).

Apìdeixh. K�je p ∈MPS eÐnai summetrikì (deÐte thn Parat rhsh 1) kai sÔmfwna me

to Je¸rhma 11 an kei sthn NSPACE(m). Tèloc, parathr ste ìti h MPS anafèretai

se pl rh graf mata epikoinwnÐac, gia ta opoÐa m = O(n2).

Ft�same t¸ra ston akìloujo akrib  qarakthrismì gia thn MPS.

Je¸rhma 12. MPS = SNSPACE(n2).

Apìdeixh. H mÐa kateÔjunsh prokÔptei ap� to Je¸rhma 10 kai h antÐstrofh ap� to

Pìrisma 2.

SSPACE(n2) ⊆MPS: MÐa Tupik  Kataskeuastik  Apìdeixh

Ed¸ tupopoioÔme pl rwc to basikì apotèlesma aut c thc Enìthtac (dhlad  to Je-

¸rhma 9) parèqontac ton k¸dika thc prosomoÐwshc.2 'Estw èna peperasmèno alf�bhto

Σ kai L ⊆ Σ∗ mÐa summetrik  gl¸ssa t.¸. L ∈ SPACE(n2). 'Estw pL : Σ∗ → {0, 1}

(kat� ta gnwst�) to kathgìrhma pou antistoiqeÐ sthn L (kai pou orÐzetai wc pL(x) = 1

ann x ∈ L).

2Το καλούμε ‘‘βασικό αποτέλεσμα’’ διότι, δεδομένου αυτού, η ανταιτιοκρατική γενίκευσή του προ-
κύπτει εύκολα.
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'EstwM = (Qm, Σ, Γ, δm, q1, qaccept, qreject) h TM pou diagign¸skei thn L se q¸ro

O(n2). 'Estw Qi = Qm − {qaccept, qreject}. DojeÐshc mÐac met�bashc δm(q, γ) =

(q′, γ′, D), ìpou q, q′ ∈ Qm, γ, γ′ ∈ Γ kai D ∈ {L,R}, orÐzoume tic δ1
m(q, γ) = q′,

δ2
m(q, γ) = γ′ kai δ3

m(q, γ) = D. Kataskeu�zoume èna SPPD B = (X, Y, Q, S, I, O, δ)

pou upologÐzei stajer� to pL. Tupik�, autì shmaÐnei ìti gia k�je σ1σ2 . . . σn = x ∈ Σ∗,

ìpou n ≥ 3, ìtan to B ekteleÐtai sto pl rec gr�fhma epikoinwnÐac n praktìrwn kai

gia an�jesh eisìdou σ1σ2 . . . σn, ìloi oi pr�ktorec dÐnoun telik� wc èxodo pL(x).

To alf�bhto eisìdou tou B eÐnai to Σ (dhlad  X = Σ). Epomènwc, dojèntoc enìc

plhjusmoÔ n praktìrwn {1, 2, . . . , n}, h eÐsodoc se autoÔc touc pr�ktorec mporeÐ na

eÐnai k�je x ∈ Σ∗ m kouc n. Jèloume ìloi oi pr�ktorec na dÐnoun èxodo 1 e�n pL(x) = 1

kai 0 e�n pL(x) = 0. H idèa eÐnai na kataskeu�soume to B kat� tètoio trìpo pou na

prosomoi¸nei thM. Profan¸c, up�rqei epark c q¸roc gia na trèxei h prosomoÐwsh,

afoÔ h M gia eÐsodo x, ìpou |x| = n, qrhsimopoieÐ q¸ro O(n2) kai afoÔ to B gia

thn Ðdia eÐsodo trèqei sto pl rec gr�fhma epikoinwnÐac n kìmbwn kai sunep¸c diajètei

O(n2) akmèc gia na qrhsimopoi sei wc keli�. 'Etsi, an katafèroume na d¸soume aut 

thn kataskeu , ìtan h M ja apant�ei ��apodoq �� ìloi oi pr�ktorec ja dÐnoun wc

èxodo 1 en¸ ìtan apant�ei ��apìrriyh�� ìloi ja dÐnoun èxodo 0 (mÐa apì autèc tic dÔo

apant seic ja dÐnetai apì thM se peperasmèno arijmì bhm�twn).

To alf�bhto exìdou Y eÐnai to {0, 1}, afoÔ asqoloÔmaste me kathgor mata. H

kat�stash c ∈ Q k�je pr�ktora apoteleÐtai apì treic sunist¸sec (c1, c2, c3). H c1

perilamb�nei to epÐgramma pou qrhsimopoieÐtai apì thn epikaluptik  diadikasÐa kai

tic diadikasÐec sunènwshc kai epanekkÐnhshc, h c2 perilamb�nei thn kat�stash thc

prosomoÐwshc kai h c3 thn efedrÐa eisìdou. K�je kat�stash akm c s ∈ S apoteleÐtai

apì mÐa   dÔo sunist¸sec. Oi energèc akmèc qrhsimopoioÔn mìno mÐa sunist¸sa pou

tic prosdiorÐzei wc orjèc/an�strofec kai oi anenergèc èqoun katast�seic thc morf c

(0, s2), ìpou h s2 paÐzei to rìlo enìc kelioÔ thcM, dhlad  perilamb�nei èna sÔmbolo

tou Γ.
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'Estw kai ed¸ G = (V,E) to gr�fhma epikoinwnÐac. Gia k�je e ∈ E èqoume ìti

ι(e) = (0,t), dhlad  arqik� ìlec oi akmèc eÐnai anenergèc kai ta keli� touc perièqoun

to kenì sÔmbolo t (upenjumÐzoume ìti h ι eÐnai h sun�rthsh arqikopoÐhshc akm¸n pou

orÐsame sthn Enìthta 2.2). Gia k�je σ ∈ X èqoume ìti I(σ) = (l, q0, σ), dhlad  arqik�

ìloi oi pr�ktorec eÐnai aploÐ arqhgoÐ, h kat�stash thc prosomoÐwshc eÐnai q0 (k�poia

kat�stash pou den an kei sto Qm) se ìlouc touc pr�ktorec kai ìloi oi pr�ktorec

perièqoun mÐa efedrÐa thc eisìdou pou eÐnai mìno gia an�gnwsh. Apomènei na orÐsoume

tic O kai δ. Xekin�me apì thn teleutaÐa.

ShmeÐwsh 1. Oi katast�seic (sÔmbola) pou qrhsimopoioÔntai ed¸ kaj¸c kai orismè-

nec epilogèc ulopoÐhshc eÐnai se genikèc grammèc diaforetikèc apì ekeÐnec pou qrhsi-

mopoi jhkan stic mèqri t¸ra apodeÐxeic kai sta grafik� paradeÐgmata. Autì ofeÐletai

kurÐwc sto gegonìc ìti ed¸ parèqoume mÐa tupik  èkdosh olìklhrhc thc sun�rthshc

metab�sewn. Wstìso, oi basikèc idèec paramènoun Ðdiec. Epiplèon, na shmei¸soume ìti

paraleÐpoume tic anapotelesmatikèc metab�seic.

Epikaluptik  DiadikasÐa:

(l, ·, ·), (l, ·, ·), (0, ·)→ (kt, ·, ·), (lh, ·, ·), i

(lh, ·, ·), (l, ·, ·), (0, ·)→ (kb, q0, ·), (lbh, q0, ·), i

(l, ·, ·), (lh, ·, ·), (0, ·)→ (lbt , q0, ·), (kb, q0, ·), p

(lt, ·, ·), (l, ·, ·), (0, ·)→ (kb, q0, ·), (lbh, q0, ·), i

(l, ·, ·), (lt, ·, ·), (0, ·)→ (lbt , q0, ·), (kb, q0, ·), p

DiadikasÐa Sunènwshc:

(lj, ·, ·), (lk, ·, ·), (0, ·)→ (l′, ·, ·), (k′, ·, ·), p′ gia j, k ∈ {h, t}

H l′ kineÐtai proc to �kro akoloÔjou tou pr¸tou grammikoÔ graf matoc antistrèfontac
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kai shmadeÔontac ìlec tic energèc akmèc.

(k, ·, ·), (l′, ·, ·), i→ (l′, ·, ·), (k, ·, ·), p′

(l′, ·, ·), (k, ·, ·), p→ (k, ·, ·), (l′, ·, ·), i′

(kt, ·, ·), (l′, ·, ·), i→ (l′′0 , ·, ·), (k, ·, ·), p′

(l′, ·, ·), (kt, ·, ·), p→ (k, ·, ·), (l′′0 , ·, ·), i′

'Otan ft�sei sto �kro akoloÔjou, par�getai mÐa nèa eidik  kat�stash pou taxideÔei

proc ton arqik� shmademèno pr�ktora, diagr�fontac par�llhla ta shm�dia apì tic

energèc akmèc.

(l′′0 , ·, ·), (k, ·, ·), p′ → (kt, ·, ·), (l′′, ·, ·), p

(l′′, ·, ·), (k, ·, ·), p′ → (k, ·, ·), (l′′, ·, ·), p

(k, ·, ·), (l′′, ·, ·), i′ → (l′′, ·, ·), (k, ·, ·), i

'Otan ft�sei ston arqik� shmademèno pr�ktora par�getai mÐa nèa kat�stash pou dia-

sqÐzei kai p�li to grammikì gr�fhma proc thn antÐjeth kateÔjunsh.

(l′′, ·, ·), (k′, ·, ·), p′ → (l′′′, ·, ·), (k, ·, ·), p

(k, ·, ·), (l′′′, ·, ·), p→ (l′′′, ·, ·), (k, ·, ·), p

(l′′′, ·, ·), (k, ·, ·), i→ (k, ·, ·), (l′′′, ·, ·), i

'Otan ft�sei sto �kro akoloÔjou tìte autì gÐnetai o arqhgìc tou nèou grammikoÔ

graf matoc pou èqei prokÔyei ap� th sunènwsh; tìso o arqhgìc ìso kai o geÐton�c

tou brÐskontai sth fragmènh kat�stash qb met� ton termatismì.

(kt, ·, ·), (l′′′, ·, ·), p→ (lbt , q0, ·), (kb, q0, ·), p

DiadikasÐa EpanekkÐnhshc 3:

3Την παρουσιάζουμε μόνο για την περίπτωση αρχηγού ουράς, όμως παρόμοιες ιδέες εφαρμόζονται
και για αρχηγό κεφαλής.
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O fragmènoc geÐtonac tou arqhgoÔ diadÐdei th fragmènh kat�stash sto upìloipo gram-

mikì gr�fhma (proc to �kro akoloÔjou) epanafèrontac par�llhla thn kat�stash thc

prosomoÐwshc.

(kb, ·, ·), (k, ·, ·), p→ (kb, ·, ·), (kb, q0, ·), p

(k, ·, ·), (kb, ·, ·), i→ (kb, q0, ·), (kb, ·, ·), i

'Otan ft�sei sto �kro akoloÔjou par�getai h kat�stash kb
0 h opoÐa kineÐtai proc to

�kro arqhgoÔ.

(kt, ·, ·), (kb, ·, ·), i→ (kb
t , q0, ·), (kb

0, ·, ·), i

(kb, ·, ·), (kb
0, ·, ·), p→ (kb

0, ·, ·), (kb, ·, ·), p

(kb
0, ·, ·), (kb, ·, ·), i→ (kb, ·, ·), (kb

0, ·, ·), i

'Otan h kb
0 ft�sei ston arqhgì tou dÐnei to shm�di astèri. To shm�di teleÐa kajorÐzei

poia exerqìmenh anenerg  akm  tou pr�ktora me to astèri ja epanekkinhjeÐ.

(lbt , ·, ·), (kb
0, ·, ·), p→ (l∗t , ·, ·), (kb

r, ·, ·), p

(kb
r, ·, ·), (kb, ·, ·), p→ (kb, ·, ·), (k̇b, ·, ·), p

(kb, ·, ·), (kb
r, ·, ·), i→ (k̇b, ·, ·), (kb, ·, ·), i

EpanekkineÐtai h exerqìmenh akm  tou arqhgoÔ me to astèri pou ton sundèei me ton

pr�ktora me thn teleÐa.

(l∗t , ·, ·), (k̇b, ·, ·), (0, γ)→ (l∗t , ·, ·), (kb
r, ·, ·), (0,t) gia k�je γ ∈ Γ

(kb
t , ·, ·), (kb

r, ·, ·), i→ (k̇b
t , ·, ·), (kb, ·, ·), i

EpanekkineÐtai h teleutaÐa exerqìmenh akm  tou arqhgoÔ me to astèri pou ton sundèei

me ton akìloujo our�c me thn teleÐa; mìlic to eidikì shm�di paÔla pou èqei dojeÐ ston

akìloujo our�c ft�sei sto �kro arqhgoÔ o teleutaÐoc metabib�zei to astèri ston

dexiì tou geÐtona sto grammikì gr�fhma.

(l∗t , ·, ·), (k̇b
t , ·, ·), (0, γ)→ (l∗t , ·, ·), (kb

t , ·, ·), (0,t) gia k�je γ ∈ Γ
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To shm�di paÔla kineÐtai proc ton pr�ktora me to astèri (proc t� arister�).

(kb
t , ·, ·), (kb, ·, ·), i→ (kb

t , ·, ·), (kb, ·, ·), i

(kb, ·, ·), (kb, ·, ·), p→ (kb, ·, ·), (kb, ·, ·), p

(kb, ·, ·), (kb, ·, ·), i→ (kb, ·, ·), (kb, ·, ·), i

'Otan o arqhgìc dei thn paÔla mèsw thc orj c akm c, metabib�zei to astèri ston

geÐton� tou; epÐshc o arqhgìc paÐrnei to shm�di teleÐa afoÔ h exerqìmenh akm  tou

pr�ktora pou èqei t¸ra to astèri proc autìn eÐnai anenerg  (autì isqÔei ed¸ epeid 

èqoume upojèsei arqhgì our�c). H epanekkÐnhsh suneqÐzetai ìpwc kai sthn perÐptwsh

pou to astèri  tan ston arqhgì.

(l∗t , ·, ·), (kb, ·, ·), p→ (l̇bt , ·, ·), (k∗, ·, ·), p

(k∗, ·, ·), (l̇bt , ·, ·), (0, γ)→ (k∗, ·, ·), (lrt , ·, ·), (0,t) gia k�je γ ∈ Γ

(lrt , ·, ·), (kb, ·, ·), p→ (lbt , ·, ·), (k̇b, ·, ·), p

E�n h teleÐa ft�sei ston pr�ktora me to astèri autìc pern�ei se mÐa eidik  kat�stash

k∗
1.

(lrt , ·, ·), (k∗, ·, ·), p→ (lbt , ·, ·), (k∗
1, ·, ·), p

(k∗, ·, ·), (k̇b, ·, ·), i→ (k∗
1, ·, ·), (kb, ·, ·), i

(kb
r, ·, ·), (k∗, ·, ·), p→ (kb, ·, ·), (k∗

1, ·, ·), p

AfoÔ epanekkinoÔntai mìno oi anenergèc akmèc, e�n o pr�ktorac pou brÐsketai sthn k∗
1

èqei mÐa orj  akm  proc ton dexiì tou geÐtona tou dÐnei to shm�di r; me ton trìpo autì

h teleÐa ja dojeÐ ston dexiì geÐtona tou pr�ktora me to shm�di r. E�n ìqi tìte thn

teleÐa ja p�rei o geÐtonac tou pr�ktora pou brÐsketai sthn k∗
1; se k�je perÐptwsh, o

pr�ktorac me to astèri ja èqei sÐgoura mÐa anenerg  akm  proc ton pr�ktora pou ja
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èqei thn teleÐa kai h diadikasÐa ja suneqisteÐ kanonik�.

(k∗
1, ·, ·), (kb, ·, ·), p→ (k∗, ·, ·), (kb

r, ·, ·), p

(kb, ·, ·), (k∗
1, ·, ·), i→ (k̇b, ·, ·), (k∗, ·, ·), i

(kb
t , ·, ·), (k∗

1, ·, ·), i→ (k̇b
t , ·, ·), (k∗, ·, ·), i

(k∗, ·, ·), (k̇b, ·, ·), (0, γ)→ (k∗, ·, ·), (kb
r, ·, ·), (0,t) gia k�je γ ∈ Γ

'Opwc kai sthn perÐptwsh tou arqhgoÔ, ìtan ènac pr�ktorac astèri epanekkin sei kai

thn teleutaÐa tou anenerg  exerqìmenh akm , par�getai to shm�di paÔla.

(k∗, ·, ·), (k̇b
t , ·, ·), (0, γ)→ (k∗, ·, ·), (kb

t , ·, ·), (0,t) gia k�je γ ∈ Γ

'Otan èqoun epanekkinhjeÐ ìlec oi anenergèc exerqìmenec akmèc tou pr�ktora me to

astèri kai h paÔla èqei ft�sei se autìn, to astèri metabib�zetai ston dexiì tou geÐtona

kai par�getai mÐa nèa eidik  kat�stash (kb
2); en suneqeÐa, aut  h eidik  kat�stash

diasqÐzei to grammikì gr�fhma proc ton arqhgì.

(k∗, ·, ·), (kb, ·, ·), p→ (kb
2, ·, ·), (k∗, ·, ·), p

(kb, ·, ·), (k∗, ·, ·), i→ (k∗, ·, ·), (kb
2, ·, ·), p

(kb
t , ·, ·), (k∗, ·, ·), i→ (k∗

t , ·, ·), (kb
2, ·, ·), i

(kb, ·, ·), (kb
2, ·, ·), p→ (kb

2, ·, ·), (kb, ·, ·), p

(kb
2, ·, ·), (kb, ·, ·), i→ (kb, ·, ·), (kb

2, ·, ·), i

'Otan brei ton arqhgì, tou dÐnei thn teleÐa kai xekin�ei ènac nèoc gÔroc epanekkÐnhshc.

(lbt , ·, ·), (kb
2, ·, ·), p→ (l̇bt , ·, ·), (kb, ·, ·), p

(k∗, ·, ·), (l̇bt , ·, ·), (0, γ)→ (k∗, ·, ·), (lrt , ·, ·), (0,t) gia k�je γ ∈ Γ

(k∗
t , ·, ·), (l̇bt , ·, ·), (0, γ)→ (k∗

t , ·, ·), (lrt , ·, ·), (0,t) gia k�je γ ∈ Γ

(k∗
t , ·, ·), (k̇b, ·, ·), (0, γ)→ (k∗

t , ·, ·), (kb
r, ·, ·), (0,t) gia k�je γ ∈ Γ
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'Otan èqoun epanekkinhjeÐ ìlec oi anenergèc exerqìmenec akmèc tou akoloÔjou our�c,

par�getai mÐa nèa eidik  kat�stash kb
f h opoÐa diasqÐzei to grammikì gr�fhma apì to

�kro akoloÔjou proc to �kro arqhgoÔ diagr�fontac ta shm�dia b apì ìlouc touc

pr�ktorec; ìtan ft�sei ston arqhgì, h eidik  kat�stash exafanÐzetai upodhl¸nontac

ìti h diadikasÐa epanekkÐnhshc oloklhr¸jhke.

(k∗
t , ·, ·), (k̇b, ·, ·), i→ (kt, ·, ·), (kb

f , ·, ·), i

(kb, ·, ·), (kb
f , ·, ·), p→ (kb

f , ·, ·), (k, ·, ·), p

(kb
f , ·, ·), (kb, ·, ·), i→ (k, ·, ·), (kb

f , ·, ·), i

(lbt , ·, ·), (kb
f , ·, ·), p→ (lt, ·, ·), (k, ·, ·), p

ProsomoÐwsh 4:

Oi eÐsodoi ìlwn twn praktìrwn gr�fontai stic sunist¸sec kelioÔ twn pr¸twn anener-

g¸n exerqìmenwn akm¸n (jewr¸ntac mÐa di�taxh p�nw se autèc apì t� arister� proc

ta dexi� pou xekin�ei apì to �kro arqhgoÔ kai suneqÐzei proc to �kro akoloÔjou).

Arqik�, o arqhgìc gr�fei thn eÐsodo tou akoloÔjou our�c sthn pr¸th tou anenerg 

exerqìmenh akm . Autì èqei wc apotèlesma thn paragwg  thc teleÐac h opoÐa taxideÔei

proc ton arqhgì upodeiknÔontac th mÐa met� thn �llh tic eisìdouc twn praktìrwn kai

thn antÐstoiqh akm  sthn opoÐa ja prèpei na metaferjeÐ k�je eÐsodoc.

(lt, q0, ·), (kt, q0, σ), (0,t)→ (lt, q
′
0, ·), (kt, (q0, l), σ), (0, σ) gia k�je σ ∈ Σ

(kt, (q0, l), ·), (k, q0, ·), i→ (kt, q0, ·), (k, (q0, d), ·), i

(lt, q
′
0, ·), (k, (q0, d), σ), (0,t)→ (lt, q0, ·), (k, (q0, l), σ), (0, σ) gia k�je σ ∈ Σ

(k, q0, ·), (k, (q0, l), ·), p→ (k, (q0, d), ·), (k, q0, ·), p

(k, (q0, l), ·), (k, q0, ·), i→ (k, q0, ·), (k, (q0, d), ·), i

O arqhgìc gr�fei thn eÐsodì tou sthn pr¸th anenerg  exerqìmenh akm  tou geÐton�

4Την παρουσιάζουμε μόνο για την περίπτωση αρχηγού ουράς, όμως παρόμοιες ιδέες εφαρμόζονται
και για αρχηγό κεφαλής.
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tou.

(lt, q
′
0, ·), (k, (q0, d), ·), p→ (lt, (q0, d), ·), (k, q′0, ·), p

(k, q′0, ·), (lt, (q0, d), σ), (0,t)→ (k, (q0, r), ·), (lt, (q1, ∗), σ), (0, σ) gia k�je σ ∈ Σ

To sÔmbolo eisìdou tou geÐtona tou arqhgoÔ gr�fetai sth deÔterh anenerg  exerqì-

menh akm  tou; aut  eÐnai h akm  pou ton sundèei me ton trÐto pr�ktora apì t� arister�

sto grammikì gr�fhma.

(k, q0, ·), (k, (q0, r), ·), i→ (k, (q0, d), ·), (k, q′0, ·), i

(k, q′0, σ), (k, (q0, d), ·), (0,t)→ (k,R, σ), (k, q0, ·), (0, σ) gia k�je σ ∈ Σ

Diaforetik�, o geÐtonac tou arqhgoÔ gr�fei to sÔmbolo eisìdou tou sthn anenerg 

exerqìmenh pou ton sundèei me ton tètarto pr�ktora tou grammikoÔ graf matoc.

(k, (q0, r), ·), (k, q0, ·), p→ (k, q′0, ·), (k, (q0, r
′), ·), p

(k, (q0, r
′), ·), (k, q0, ·), p→ (k, q0, ·), (k, (q0, d), ·), p

(k, q0, ·), (k, (q0, r
′), ·), i→ (k, (q0, d), ·), (k, q0, ·), i

K�je pr�ktorac astèri (èqei ton èlegqo thc prosomoÐwshc) pou allhlepidr� wc muht c

me ènan pr�ktora teleÐa mèsw anenerg c akm c efarmìzei th sun�rthsh metab�sewn thc

prosomoioÔmenhc TM qrhsimopoi¸ntac thn kat�stas  tou (o pr�ktorac me to astèri)

wc thn kat�stash thc TM kai th sunist¸sa kelioÔ thc akm c wc to kelÐ thc tainÐac

thc TM p�nw ap� to opoÐo brÐsketai h kefal . H nèa kat�stash thc TM apojhkeÔetai

sth sunist¸sa kat�stashc tou pr�ktora me to astèri, to sÔmbolo pou gr�fetai sthn

tainÐa apojhkeÔetai sth sunist¸sa kelioÔ thc anenerg c akm c kai h kateÔjunsh proc

thn opoÐa kineÐtai h kefal  (R gia dexi�   L gia arister�) antikajist� thn teleÐa tou
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antÐstoiqou pr�ktora.

(lt, (q, ∗), ·), (k, d, ·), (0, γ)→ (lt, (δ
1
m(q, γ), ∗), ·), (k, δ3

m(q, γ), ·), (0, δ2
m(q, γ))

gia k�je γ ∈ Γ, q ∈ Qi

(lt, (q, ∗), ·), (kt, d, ·), (0, γ)→ (lt, (δ
1
m(q, γ), ∗), ·), (kt, δ

3
m(q, γ), ·), (0, δ2

m(q, γ))

gia k�je γ ∈ Γ, q ∈ Qi

(k, (q, ∗), ·), (k, d, ·), (0, γ)→ (k, (δ1
m(q, γ), ∗), ·), (k, δ3

m(q, γ), ·), (0, δ2
m(q, γ))

gia k�je γ ∈ Γ, q ∈ Qi

(k, (q, ∗), ·), (lt, d, ·), (0, γ)→ (k, (δ1
m(q, γ), ∗), ·), (lt, δ3

m(q, γ), ·), (0, δ2
m(q, γ))

gia k�je γ ∈ Γ, q ∈ Qi

(k, (q, ∗), ·), (kt, d, ·), (0, γ)→ (k, (δ1
m(q, γ), ∗), ·), (kt, δ

3
m(q, γ), ·), (0, δ2

m(q, γ))

gia k�je γ ∈ Γ, q ∈ Qi

(kt, (q, ∗), ·), (k, d, ·), (0, γ)→ (kt, (δ
1
m(q, γ), ∗), ·), (k, δ3

m(q, γ), ·), (0, δ2
m(q, γ))

gia k�je γ ∈ Γ, q ∈ Qi

(kt, (q, ∗), ·), (lt, d, ·), (0, γ)→ (kt, (δ
1
m(q, γ), ∗), ·), (lt, δ3

m(q, γ), ·), (0, δ2
m(q, γ))

gia k�je γ ∈ Γ, q ∈ Qi

An�loga me to poio shm�di ap� ta L kai R èqei k�poioc pr�ktorac, dÐnei ston aristerì

  ton dexiì tou geÐtona, antÐstoiqa, mÐa teleÐa kai epanefèrei thn kat�stas  tou.

(k, ·, ·), (k, L, ·), p→ (k, d, ·), (k, q0, ·), p

(k, L, ·), (k, ·, ·), i→ (k, q0, ·), (k, d, ·), i

(k,R, ·), (k, ·, ·), p→ (k, q0, ·), (k, d, ·), p

(k, ·, ·), (k, R, ·), i→ (k, d, ·), (k, q0, ·), i

(kt, ·, ·), (k, R, ·), i→ (kt, d, ·), (k, q0, ·), i

(lt, ·, ·), (k, L, ·), p→ (lt, d, ·), (k, q0, ·), p

E�n ènac pr�ktorac me astèri allhlepidr�sei me ènan pr�ktora me teleÐa mèsw mÐac
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energ c akm c, tìte pern�ei se mÐa eidik  kat�stash (R∗   L∗) an�loga me thn kateÔ-

junsh thc teleÐac. E�n o pr�ktorac me thn teleÐa brÐsketai proc th meri� tou arqhgoÔ

(dhlad  proc t� arister�) tìte h teleÐa metabib�zetai ston kontinìtero geÐtona proc

ta dexi� me ton opoÐo o pr�ktorac epikoinwneÐ mèsw anenerg c exerqìmenhc akm c;

diaforetik� gÐnetai to Ðdio proc t� arister�.

(lt, (q, ∗), ·), (k, d, ·), p→ (lt, (q, ∗), ·), (k, R, ·), p gia k�je q ∈ Qi

(k, (q, ∗), ·), (k, d, ·), p→ (k, (q, L∗), ·), (k, q0, ·), p gia k�je q ∈ Qi

(k, ·, ·), (k, (q, L∗), ·), p→ (k, d, ·), (k, (q, ∗), ·), p gia k�je q ∈ Qi

(k, (q, L∗), ·), (k, ·, ·), i→ (k, (q, ∗), ·), (k, L, ·), i gia k�je q ∈ Qi

(k, (q, ∗), ·), (k, d, ·), i→ (k, (q, R∗), ·), (k, q0, ·), p gia k�je q ∈ Qi

(k, ·, ·), (k, (q, R∗), ·), i→ (k, d, ·), (k, (q, ∗), ·), i gia k�je q ∈ Qi

(k, (q, R∗), ·), (k, ·, ·), p→ (k, (q, ∗), ·), (k, R, ·), p gia k�je q ∈ Qi

(k, L, ·), (k, (q, ∗), ·), i→ (k, q0, ·), (k, (q, L∗), ·), i gia k�je q ∈ Qi

(k, R, ·), (k, (q, ∗), ·), p→ (k, q0, ·), (k, (q, R∗), ·), p gia k�je q ∈ Qi

E�n ènac pr�ktorac pou èqei to astèri ft�sei sthn teleutaÐa anenerg  exerqìmenh akm 

tou kai h prosomoÐwsh prèpei na suneqisteÐ proc ta dexi�, tìte o pr�ktorac pern�ei

se mÐa eidik  kat�stash R′ pou upodhl¸nei ìti o epìmenoc muht c thc prosomoÐwshc

ja prèpei na eÐnai o arqhgìc. H epìmenh allhlepÐdrash metabib�zei thn teleÐa ston

arqhgì kai tropopoieÐ to shm�di R′ se R′′. Sthn epìmenh allhlepÐdrash o pr�ktorac

me to shm�di R′′ metabib�zei to astèri ston dexiì tou geÐtona kai tou epanafèrei thn
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kat�stash.

(k, (q, ∗), ·), (kt, R, ·), (0, ·)→ (k, (q, R′), ·), (kt, q0, ·), (0, ·) gia k�je q ∈ Qi

(k, (q, R′), ·), (lt, ·, ·), (0, ·)→ (k, (q, R′′), ·), (lt, d, ·), (0, ·) gia k�je q ∈ Qi

(k, (q, R′′), ·), (k, ·, ·), p→ (k, q0, ·), (k, (q, ∗), ·), p gia k�je q ∈ Qi

(k, ·, ·), (k, (q, R′′), ·), i→ (k, (q, ∗), (k, q0, ·), ·), i gia k�je q ∈ Qi

(lt, (q, ∗), ·), (kt, R, ·), (0, ·)→ (lt, (q, R
′), ·), (kt, q0, ·), (0, ·) gia k�je q ∈ Qi

(lt, (q, R
′), ·), (k, ·, ·), p→ (lt, d, ·), (k, (q, ∗), ·), p gia k�je q ∈ Qi

Parìmoia pr�gmata sumbaÐnoun ìtan o pr�ktorac pou èqei to astèri ft�sei sthn pr¸th

anenerg  exerqìmenh akm  tou kai h prosomoÐwsh prèpei na suneqisteÐ proc t� arister�.

(k, (q, ∗), ·), (lt, L, ·), (0, ·)→ (k, (q, L′), ·), (lt, q0, ·), (0, ·) gia k�je q ∈ Qi

(k, (q, L′), ·), (kt, ·, ·), (0, ·)→ (k, (q, L′′), ·), (kt, d, ·), (0, ·) gia k�je q ∈ Qi

(k, ·, ·), (k, (q, L′′), ·), p→ (k, (q, ∗), ·), (k, q0, ·), p gia k�je q ∈ Qi

(k, (q, L′′), ·), (k, ·, ·), i→ (k, q0, ·), (k, (q, ∗), ·), i gia k�je q ∈ Qi

(kt, (q, ∗), ·), (lt, L, ·), (0, ·)→ (kt, (q, L
′), ·), (lt, q0, ·), (0, ·) gia k�je q ∈ Qi

(kt, (q, L
′), ·), (k, ·, ·), i→ (kt, d, ·), (k, (q, ∗), ·), i gia k�je q ∈ Qi

E�n opoiosd pote pr�ktorac ft�sei se kat�stash apodoq c   apìrriyhc, tìte aut  h
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kat�stash diadÐdetai se ìlo ton plhjusmì.

(j, (q′, ·), ·), (k, (q, ·), ·), · → (j, q′, ·), (k, q′, ·), ·

gia k�je q′ ∈ {qaccept, qreject}, q ∈ Qi, j, k ∈ {lt, k, kt}

(j, (q, ·), ·), (k, (q′, ·), ·), · → (j, q′, ·), (k, q′, ·), ·

gia k�je q′ ∈ {qaccept, qreject}, q ∈ Qi, j, k ∈ {lt, k, kt}

(j, (q′, ·), ·), (k, q0, ·), · → (j, q′, ·), (k, q′, ·), ·

gia k�je q′ ∈ {qaccept, qreject}, j, k ∈ {lt, k, kt}

(j, q0, ·), (k, (q′, ·), ·), · → (j, q′, ·), (k, q′, ·), ·

gia k�je q′ ∈ {qaccept, qreject}, j, k ∈ {lt, k, kt}

(j, q′, ·), (k, (q, ·), ·), · → (j, q′, ·), (k, q′, ·), ·

gia k�je q′ ∈ {qaccept, qreject}, q ∈ Qi, j, k ∈ {lt, k, kt}

(j, (q, ·), ·), (k, q′, ·), · → (j, q′, ·), (k, q′, ·), ·

gia k�je q′ ∈ {qaccept, qreject}, q ∈ Qi, j, k ∈ {lt, k, kt}

(j, q′, ·), (k, q0, ·), · → (j, q′, ·), (k, q′, ·), ·

gia k�je q′ ∈ {qaccept, qreject}, j, k ∈ {lt, k, kt}

(j, q0, ·), (k, q′, ·), · → (j, q′, ·), (k, q′, ·), ·

gia k�je q′ ∈ {qaccept, qreject}, j, k ∈ {lt, k, kt}

Mènei na orÐsoume th sun�rthsh exìdou O. 'Eqoume O(·, qaccept, ·) = 1 kai O(q) = 0

gia k�je q ∈ Q− {(·, qaccept, ·)}.
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Kef�laio 3

Stajer� Diagn¸simec Gl¸ssec

Grafhm�twn ap� to montèlo PPD

3.1 Eisagwg 

Sthn Enìthta aut  proqwroÔme akìma èna b ma kai melet�me poiec idiìthtec gra-

fhm�twn eÐnai upologÐsimec apì to montèlo PPD. H katanìhsh twn idiot twn tou

graf matoc epikoinwnÐac eÐnai èna polÔ shmantikì b ma sqedìn se k�je katanemhmèno

sÔsthma. Sugkekrimèna, agnooÔme thn ènnoia thc eisìdou tou plhjusmoÔ kai upojè-

toume ìti ìloi oi pr�ktorec apl¸c xekinoÔn apì mÐa koin  arqik  kat�stash q0. EpÐshc,

ìpwc kai sto montèlo SPPD, to Ðdio isqÔei kai gia tic akmèc, dhlad , ι(e) = s0 gia

k�je e ∈ E. Mac endiafèroun prwtìkolla pou ìtan ekteloÔntai se k�poio gr�fhma

epikoinwnÐac G enìc dojèntoc sÔmpantoc, met� apì peperasmèno arijmì bhm�twn sta-

jeropoioÔntai se f�seic kat� tic opoÐec ìloi oi pr�ktorec dÐnoun thn tim  1 wc èxodo

e�n to G an kei se k�poia gl¸ssa epikoinwnÐac, p.q. L, kai 0 diaforetik�. H genik 

idèa eÐnai h kataskeu  prwtokìllwn ta opoÐa telik� apodèqontai ìla ta graf mata
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epikoinwnÐac (sta opoÐa ekteloÔntai) pou ikanopoioÔn mÐa sugkekrimènh idiìthta kai

aporrÐptoun ìla ta upìloipa graf mata tou sÔmpantoc.

H Enìthta 3.2 agnoeÐ tic eisìdouc twn praktìrwn kai melet�ei thn upologisimìth-

ta idiot twn grafhm�twn apì to montèlo PPD. H Enìthta 3.2.1 esti�zei se asjen¸c

sunektik� graf mata. Pr¸ta apodeiknÔetai ìti h kl�sh twn upologÐsimwn idiot twn

eÐnai kleist  wc proc tic pr�xeic tou sumplhr¸matoc, thc ènwshc kai thc tom c. H

isotimÐa kìmbwn kai akm¸n, o fragmènoc èxw bajmìc apì mÐa stajer�, h Ôparxh e-

nìc kìmbou me perissìterouc eiserqìmenouc apì exerqìmenouc geÐtonec kai h Ôparxh

k�poiou kateujuntoÔ monopatioÔ m kouc toul�qiston k = O(1) eÐnai k�poia paradeÐg-

mata idiot twn twn opoÐwn apodeiknÔetai h upologisimìthta. EpÐshc, apokalÔptetai h

Ôparxh summetrÐac metaxÔ dÔo sugkekrimènwn (upo)grafhm�twn epikoinwnÐac gegonìc

to opoÐo bohj�ei na apodeiqjeÐ ìti den up�rqei kanèna PPD me stajeropoioÔmenec

katast�seic to opoÐo na mporeÐ na upologÐsei e�n to G perièqei k�poion kateujunì-

meno kÔklo m kouc 2 (2-kÔkloc). Tèloc, sthn Enìthta 3.2.2 apodeiknÔetai ìti kamÐa

ousiastik  idiìthta den eÐnai upologÐsimh e�n epitrèyoume thn Ôparxh mh sunektik¸n

grafhm�twn.

3.2 Gl¸ssec Grafhm�twn

Anakefalai¸nontac tupik� th suz thsh pou prohg jhke, ed¸ upojètoume ìti to

alf�bhto exìdou eÐnai ex� orismoÔ duadikì, dhlad  Y = {0, 1}, ìti ι(e) = s0 gia k�je

e ∈ E, kai ìti I(σ) = q0, gia k�je σ ∈ X (lìgw autoÔ, den kajorÐzoume k�poio

alf�bhto eisìdou oÔte k�poia sun�rthsh eisìdou kai apl¸c upojètoume ìti h arqik 

f�sh eÐnai p�nta h C0(u) = q0 gia k�je u ∈ V ). Q�rin aplìthtac, dÐnoume kai se aut 

thn eidik  perÐptwsh xeqwristì ìnoma kai sugkekrimèna to kaloÔme montèlo Prwto-

kìllwn Plhjusm¸n me Diamesolabht  gia Di�gnwsh Grafhm�twn (PPDDG). 'Oloi

oi orismoÐ pou akoloujoÔn isqÔoun wc proc èna proepilegmèno sÔmpan grafhm�twn U .
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Orismìc 8. MÐa gl¸ssa grafhm�twn L eÐnai èna uposÔnolo tou U pou perilamb�nei

graf mata epikoinwnÐac pou pijanìn moir�zontai k�poia koin  idiìthta.

K�poia paradeÐgmata glwss¸n grafhm�twn eÐnai ta ex c:

• H gl¸ssa grafhm�twn pou apoteleÐtai apì ìla ta isqur¸c sunektik� stoiqeÐa

tou U .

• L = {G ∈ U | To G perièqei mÐa kateujunt  qamiltonian  diadrom }.

• L = {G ∈ U | To G èqei �rtio arijmì akm¸n}.

• L = {G ∈ U | |V (G)| = |E(G)|}.

MÐa gl¸ssa grafhm�twn kaleÐtai tetrimmènh e�n L = ∅   L = U .

Orismìc 9. 'Estw L mÐa gl¸ssa grafhm�twn pou apoteleÐtai apì ìla ta G ∈ U gia

ta opoÐa, se k�je upologismì enìc PPDDGA sto G, ìloi oi pr�ktorec telik� dÐnoun wc

èxodo thn tim  1. Tìte h L eÐnai h gl¸ssa pou anagnwrÐzetai stajer� apì to A. MÐa

gl¸ssa grafhm�twn kaleÐtai stajer� anagnwrÐsimh apì to montèlo PPDDG (kaleÐtai

epÐshc PPDDG-anagnwrÐsimh) e�n k�poio PPDDG A thn anagnwrÐzei stajer�.

Epomènwc, èna prwtìkollo anagnwrÐzei stajer� th gl¸ssa grafhm�twn pou apote-

leÐtai apì ekeÐna ta graf mata sta opoÐa to prwtìkollo p�nta apant�ei ��apodoq ��,

dhlad  telik� ìloi oi pr�ktorec dÐnoun wc èxodo thn tim  1 (pijanìn kai h ken  gl¸s-

sa).

Orismìc 10. Lème ìti èna PPDDG A diagign¸skei stajer� mÐa gl¸ssa grafhm�-

twn L ⊆ U (  isodÔnama èna kathgìrhma pL : U → {0, 1} pou orÐzetai wc pL(G) = 1

ann G ∈ L) e�n gia k�je G ∈ U kai k�je upologismì tou A sto G, ìloi oi pr�ktorec

telik� dÐnoun wc èxodo thn tim  1 e�n G ∈ L kai ìloi dÐnoun thn tim  0 e�n G /∈ L. MÐa

gl¸ssa grafhm�twn lègetai stajer� diagn¸simh apì to montèlo PPDDG (kaleÐtai

epÐshc PPDDG-diagn¸simh) e�n k�poio PPDDG A th diagign¸skei stajer�.
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3.2.1 Asjen¸c Sunektik� Graf mata

Sthn enìthta aut , melet�me mÐa endiafèrousa perÐptwsh sthn opoÐa to sÔmpan

grafhm�twn den epitrèpetai na perièqei mh sunektik� graf mata. Epomènwc, to sÔmpan

grafhm�twn ed¸ eÐnai to Gcon (anakalèste ton orismì tou apì thn Enìthta 1.3.2) kai

wc ek toÔtou mÐa gl¸ssa grafhm�twn de mporeÐ par� na eÐnai èna uposÔnolo tou Gcon.

O basikìc lìgoc gia ton opoÐo epilègoume autì to sugkekrimèno sÔmpan grafhm�twn

gia thn kataskeu  twn prwtokìllwn mac eÐnai o akìloujoc. E�n epitrèyoume epÐshc

thn Ôparxh mh sunektik¸n grafhm�twn tìte mporoÔme na apodeÐxoume ìti kamÐa gl¸ssa

grafhm�twn den eÐnai diagn¸simh. Autì diatup¸netai kai apodeiknÔetai sthn Enìthta

3.2.2.

Stajer� UpologÐsimec Gl¸ssec Grafhm�twn

Stìqoc mac eÐnai na deÐxoume th stajer  diagnwsimìthta orismènwn shmantik¸n

glwss¸n grafhm�twn parèqontac prwtìkolla gi� autèc kai apodeiknÔontac thn orjì-

tht� touc. Xekin�me apodeiknÔontac orismèna apotelèsmata kleistìthtac oÔtwc ¸ste

na apokt soume èna qr simo ergaleÐo gia to skopì mac.

Je¸rhma 13. H kl�sh twn stajer� diagn¸simwn glwss¸n grafhm�twn eÐnai klei-

st  wc proc to sumpl rwma, thn ènwsh kai thn tom .

Apìdeixh. DeÐqnoume pr¸ta ìti gia k�je stajer� diagn¸simh gl¸ssa grafhm�twn L

to sumpl rwm� thc L eÐnai epÐshc stajer� diagn¸simh gl¸ssa. Ex� orismoÔ up�rqei

èna PPDDG AL pou diagign¸skei stajer� thn L. Epomènwc, gia k�je G ∈ Gcon kai

k�je upologismì tou AL sto G ìloi oi pr�ktorec dÐnoun wc èxodo 1 an G ∈ L kai

0 diaforetik�. Sumplhr¸nontac thn apeikìnish exìdou OA tou A paÐrnoume èna nèo

prwtìkollo A, tou opoÐou h apeikìnish exìdou orÐzetai wc OA(q) = 1 ann OA(q) = 0,
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gia k�je q ∈ QA = QA, sto opoÐo oi pr�ktorec dÐnoun èxodo 1 e�n G /∈ L kai 0

diaforetik�, epomènwc diagign¸skei stajer� thn L.

T¸ra deÐqnoume ìti gia opoiesd pote stajer� diagn¸simec gl¸ssec L1 kai L2, h

L3 = L1 ∪ L2 eÐnai epÐshc stajer� diagn¸simh. 'Estw A1 kai A2 ta PPDDG pou

diagin¸skoun stajer� tic L1 kai L2, antÐstoiqa. B�zoume ta dÔo aut� prwtìkolla na

ekteloÔntai par�llhla, dhlad  kataskeu�zoume èna nèo prwtìkollo A3 tou opoÐou

oi katast�seic praktìrwn kai akm¸n apoteloÔntai apì dÔo sunist¸sec, mÐa gia to

prwtìkollo A1 kai mÐa gia to A2. 'Estw O1 kai O2 oi antÐstoiqec apeikonÐseic exìdou

twn dÔo prwtokìllwn. OrÐzoume thn apeikìnish exìdou O3 tou A3 wc O3(q, q
′) = 1

ann toul�qiston mÐa ek twn O1(q) kai O2(q
′) isoÔtai me 1, gia k�je q ∈ QA1 kai k�je

q′ ∈ QA2 . E�n G ∈ L3 tìte toul�qiston gia èna apì ta dÔo prwtìkolla ìloi oi

pr�ktorec dÐnoun èxodo 1 ap� thn antÐstoiqh sunist¸sa thc kat�stas c touc, �ra to

A3 apant�ei orj� ��apodoq ��, en¸ e�n G /∈ L3 tìte kai oi dÔo sunist¸sec dÐnoun

se ìlouc touc pr�ktorec thn tim  exìdou 0, �ra to A3 apant�ei orj� ��apìrriyh��.

SumperaÐnoume ìti to A3 diagign¸skei stajer� thn L3 pr�gma to opoÐo apodeiknÔei ìti

h L3 eÐnai PPDDG-diagn¸simh.

OrÐzontac thn apeikìnish exìdou O3 tou A3 wc O3(q, q
′) = 1 ann O1(q) = O2(q

′) =

1, gia k�je q ∈ QA1 kai k�je q′ ∈ QA2 , kai ulopoi¸ntac thn Ðdia sÔnjesh ìpwc kai

prohgoumènwc, eÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti sthn perÐptwsh aut  to A3 diagign¸skei

stajer� thn tom  twn L1 kai L2.

Parat rhsh 3. Se k�je ènwsh kai tom  to mègejoc tou nèou prwtokìllou eÐnai

Ðso me to ginìmeno twn megej¸n twn prwtokìllwn pou suntÐjentai. Wc ek toÔtou,

h kleistìthta wc proc autèc tic pr�xeic mporeÐ na isqÔei mìno gia stajerì arijmì

diadoqik¸n efarmog¸n touc.

Se orismènec peript¸seic h kataskeu  enìc prwtokìllou pou ikanopoieÐ th sÔm-

bash exìdou kathgorhm�twn (h sÔmbash exìdou kathgorhm�twn orÐsthke sthn [6] kai
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apl¸c apaiteÐ ìloi oi pr�ktorec na sumfwnoÔn telik� sth swst  tim  exìdou). Se

tètoiec peript¸seic, mporoÔme na qrhsimopoioÔme thn akìloujh parallag  tou Je-

wr matoc 3 h opoÐa dieukolÔnei thn apìdeixh Ôparxhc PPDDG pou diagign¸skoun

stajer� k�poia gl¸ssa.

Je¸rhma 14. E�n up�rqei èna PPDDG A me stajeropoioÔmenec katast�seic, to

opoÐo eggu�tai wc proc k�poio kathgìrhma L èna hmigrammikì kathgìrhma, tìte h L

eÐnai PPDDG-diagn¸simh.

Apìdeixh. H apìdeixh prokÔptei �mesa apì thn apìdeixh tou Jewr matoc 3. To A

mporeÐ na suntejeÐ me èna PPDDG B pou apodedeigmèna up�rqei kai tou opoÐou oi sta-

jeropoiÔmenec eÐsodoi eÐnai oi katast�seic praktìrwn touA, dÐnontac èna nèo PPDDG

C pou diagign¸skei stajer� thn L sÔmfwna me th sÔmbash exìdou kathgorhm�twn.

Parathr ste ìti to B eÐnai ìntwc èna PPDDG, afoÔ oi stajeropoioÔmenec eÐsodoÐ

tou den eÐnai pragmatikèc eÐsodoi (ta PPDDG ex� orismoÔ den èqoun eisìdouc). A-

pl¸c anane¸nei tic sunist¸sec katast�se¸n tou lamb�nontac tautìqrona up� ìyin tic

sunist¸sec katast�sewn tou A pou telik� stajeropoioÔntai. Epomènwc, to C pou

apoteleÐ th sÔnjes  touc eÐnai epÐshc èna PPDDG.

Je¸rhma 15 (IsotimÐa Kìmbwn). Oi gl¸ssec grafhm�twn Neven = {G ∈ Gcon | To

|V (G)| eÐnai �rtio} kai Nodd = N even eÐnai stajer� diagn¸simec.

Apìdeixh. 'Estw ìti h arqik  kat�stash twn praktìrwn eÐnai h 1. Tìte up�rqei èna

prwtìkollo sthn [6] pou diagign¸skei th Neven sthn perÐptwsh pou to G eÐnai pl rec.

'Omwc, sÔmfwna me to Je¸rhma 4 sthn selÐda 295 thc [6], ja prèpei na up�rqei kai èna

prwtìkollo pou diagign¸skei th Neven sth genik  perÐptwsh, dhlad  se k�je gr�fhma

G ∈ Gcon, me suneq  antallag  katast�sewn metaxÔ twn praktìrwn gia na diasfalÐsei

ìti opoiesd pote dÔo katast�seic telik� sunantioÔntai (gi� autì den arkeÐ h sunj kh

dikaiosÔnhc ìtan to gr�fhma den eÐnai pl rec all� ja prèpei na to diasfalÐsei to Ðdio
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to prwtìkollo). Epomènwc, h L eÐnai stajer� diagn¸simh apì to montèlo PP ìtan

autì de qrhsimopoieÐ eisìdouc kai ìtan to alf�bhto exìdou tou eÐnai to {0, 1}, kai

afoÔ to montèlo PP apoteleÐ eidik  perÐptwsh tou montèlou PPDDG, h Neven eÐnai

PPDDG-diagn¸simh. Epiplèon, afoÔ h kl�sh twn stajer� diagn¸simwn glwss¸n

eÐnai kleist  wc proc to sumpl rwma (Je¸rhma 13) èqoume ìti kai h Nodd = N even

eÐnai PPDDG-diagn¸simh.

Je¸rhma 16 (IsotimÐa Akm¸n). Oi gl¸ssec grafhm�twn Eeven = {G ∈ Gcon | To

|E(G)| eÐnai �rtio} kai Eodd = Eeven eÐnai stajer� diagn¸simec.

Apìdeixh. Lìgw thc kleistìthtac wc proc to sumpl rwma, arkeÐ na d.ì. h Eeven eÐnai

stajer� diagn¸simh kai ja to k�noume parousi�zontac èna PPDDG pou th diagign¸-

skei stajer�. H arqik  kat�stash twn praktìrwn eÐnai h (0, 0) h opoÐa apoteleÐtai

apì dÔo sunist¸sec, ìpou h pr¸th eÐnai to difÔo dedomènwn kai h deÔterh to difÔo

epagrÔpnhshc, akolouj¸ntac thn idèa tou prwtokìllou isotimÐac tou [6]. Lème ìti

ènac pr�ktorac me difÔo epagrÔpnhshc 0 koim�tai (  eÐnai sthn kat�stash Ôpnou) kai

ìti ènac pr�ktorac me difÔo epagrÔpnhshc 1 eÐnai �grupnoc. H arqik  kat�stash twn

akm¸n eÐnai h 1, pou paromoÐwc ekfr�zei ìti ìlec oi akmèc eÐnai arqik� �grupnec. Dia-

krÐnoume tic akìloujec tèsseric kathgorÐec pijanìn allhlepidr�sewn (parousi�zoume

epÐshc to apotèlesm� touc):

1. Kai oi dÔo pr�ktorec koimoÔntai kai h akm  eÐnai �grupnh:

• O muht c xupn�ei, kai oi dÔo pr�ktorec anane¸noun to difÔo dedomènwn

touc sthn tim  1 kai h akm  pern�ei sthn kat�stash Ôpnou.

2. Tìso oi pr�ktorec ìso kai h akm  koimoÔntai:

• De sumbaÐnei tÐpota.

3. O ènac pr�ktorac eÐnai �grupnoc kai o �lloc koim�tai:
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• O pr�ktorac pou koimìtan xupn�ei en¸ autìc pou  tan �grupnoc pern�ei

sthn kat�stash Ôpnou. Kai oi dÔo jètoun ta difÔa dedomènwn touc sto

modulo 2 �jroisma tou difÔou dedomènwn tou pr�ktora pou  tan �grupnoc

prin thn allhlepÐdrash kai thc kat�stashc thc akm c. E�n h akm   tan

�grupnh pern�ei sthn kat�stash Ôpnou.

4. Kai oi dÔo pr�ktorec eÐnai �grupnoi:

• O apokrinìmenoc pern�ei sthn kat�stash Ôpnou, kai oi dÔo jètoun ta difÔa

dedomènwn touc sto modulo 2 �jroisma twn difÔwn dedomènwn touc kai thc

kat�stashc thc akm c. E�n h akm   tan �grupnh pern�ei sthn kat�stash

Ôpnou.

EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti to arqikì modulo 2 �jroisma twn difÔwn twn akm¸n

(arqik� eÐnai ìla Ðsa me 1) diathreÐtai kai eÐnai p�nta Ðso me to modulo 2 �jroisma twn

difÔwn twn �grupnwn praktìrwn kai twn �grupnwn akm¸n. H pr¸th allhlepÐdrash

dhmiourgeÐ ton pr¸to �grupno pr�ktora kai apì ekeÐnh th stigm  up�rqei p�nta tou-

l�qiston ènac �grupnoc pr�ktorac kai telik� paramènei mìno ènac. Epiplèon, ìlec oi

akmèc pernoÔn telik� sthn kat�stash Ôpnou, pr�gma to opoÐo shmaÐnei ìti telik� o

mìnoc enapomeÐnantac �grupnoc pr�ktorac perièqei to modulo 2 �jroisma twn arqi-

k¸n difÔwn twn akm¸n to opoÐo eÐnai 0 ann to pl joc twn akm¸n eÐnai �rtio. 'Oloi

oi upìloipoi pr�ktorec koimoÔntai, pr�gma to opoÐo shmaÐnei ìti antigr�foun to difÔo

dedomènwn tou �grupnou pr�ktora, epomènwc telik� perièqoun ìloi to swstì difÔo

dedomènwn. H apeikìnish exìdou orÐzetai wc O(0, ·) = 1 (pou shmaÐnei �rtia isotimÐa

akm¸n) kai O(1, ·) = 0 (pou shmaÐnei peritt  isotimÐa akm¸n).

Je¸rhma 17 (StajeroÐ GeÐtonec - K�poioc Kìmboc). H gl¸ssa grafhm�twn N out
k =

{G ∈ Gcon | To G perièqei k�poio kìmbo me toul�qiston k exerqìmenouc geÐtonec} eÐnai

stajer� diagn¸simh gia k�je k = O(1) (to Ðdio isqÔei gia thn N
out

k ).

82



Apìdeixh. Arqik� ìloi oi pr�ktorec eÐnai sthn q0 kai ìlec oi akmèc sthn 0. To sÔnolo

twn katast�sewn praktìrwn eÐnai to Q = {q0, . . . , qk}, to sÔnolo twn katast�sewn

akm¸n eÐnai duadikì kai h sun�rthsh exìdou orÐzetai wc O(qk) = 1 kai O(qi) = 0 gia

k�je i ∈ {0, . . . , k − 1}. Perigr�foume t¸ra th sun�rthsh metab�sewn. Se k�je al-

lhlepÐdrash mèsw mÐac akm c pou brÐsketai sthn kat�stash 0, o muht c episkèptetai

mÐa exerqìmenh akm  pou den èqei xanaepiskefjeÐ, epomènwc th shmadeÔei anane¸non-

tac thn kat�stas  thc sthn tim  1 kai aux�nei to dikì tou deÐkth kat�stashc kat�

èna, dhlad  h arqik  (q0, q0, 0) dÐnei (q1, q0, 1) kai genik� (qi, qj, 0) → (qi+1, qj, 1), e�n

i + 1 < k kai j < k, kai (qi, qj, 0) → (qk, qk, 1), diaforetik�. 'Opote dÔo pr�ktorec

sunantioÔntai mèsw mÐac shmademènhc akm c, den k�noun tÐpota, ektìc apì thn perÐ-

ptwsh kat� thn opoÐa ènac apì autoÔc brÐsketai sthn eidik  kat�stash sunagermoÔ

qk. Sthn teleutaÐa aut  perÐptwsh, kai oi dÔo pernoÔn sthn kat�stash sunagermoÔ,

afoÔ to prwtìkollo èqei entopÐsei k�poion pr�ktora me toul�qiston k exerqìmenouc

geÐtonec. Sumperasmatik�, ìloi oi pr�ktorec metr�ne tic exerqìmenec akmèc touc kai

arqik� dÐnoun wc èxodo thn tim  0. E�n kai mìno e�n k�poioc ap� autoÔc shmadèyei

thn k-st  exerqìmenh akm  tou, kai ta dÔo �kra aut c pernoÔn sthn kat�stash su-

nagermoÔ qk h opoÐa diadÐdetai se ìlo ton plhjusmì kai thc opoÐac h èxodoc eÐnai 1,

upodhl¸nontac ìti to G an kei sthn N out
k . Profan¸c, to prwtìkollo pou mìlic peri-

gr�yame diagign¸skei stajer� thn N out
k , �ra tìso h N out

k ìso kai h N
out

k eÐnai stajer�

diagn¸simec.

Parathr ste ìti h N
out

k perilamb�nei ìla ta graf mata pou den èqoun kanèna

kìmbo me toul�qiston k = O(1) exerqìmenouc geÐtonec, me �lla lìgia ìloi oi kìmboi

èqoun ligìterec apì k exerqìmenec akmèc, to opoÐo eÐnai to eurèwc gnwstì kathgìrhma

fragmènou èxw bajmoÔ apì k. To antÐstoiqo je¸rhma gia ta prwtìkolla plhjusm¸n

emfanÐzetai wc L mma 2 sthn [5].

Je¸rhma 18 (StajeroÐ GeÐtonec - 'Oloi oi Kìmboi). H gl¸ssa grafhm�twn Kout
k =
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{G ∈ Gcon |K�je kìmboc tou G èqei toul�qiston k exerqìmenouc geÐtonec} eÐnai stajer�

diagn¸simh gia k�je k = O(1) (to Ðdio isqÔei gia thn K
out

k ).

Apìdeixh. Parathr ste, pr¸ta ap� ìla, ìti ènac enallaktikìc trìpoc je¸rhshc thc

Kout
k eÐnai wc Kout

k = {G ∈ Gcon | Kanènac kìmboc tou G den èqei ligìterouc apì

k exerqìmenouc geÐtonec}, gia k�poio k = O(1). To prwtìkollo pou perigr�foume

eÐnai parìmoio me autì pou perigr�fetai sthn apìdeixh tou Jewr matoc 17. H mình

diafor� eÐnai ìti ìtan ènac pr�ktorac metr�ei ton k-stì exerqìmeno geÐton� tou wc

o muht c mÐac allhlepÐdrashc, pern�ei sthn eidik  kat�stash sunagermoÔ qk, ìmwc

aut  ed¸ de diadÐdetai (p.q. o apokrinìmenoc aut c thc allhlepÐdrashc diathreÐ thn

kat�stas  tou). ProkÔptei ìti telik� k�je kìmboc pou èqei shmadèyei toul�qiston

k exerqìmenec akmèc tou ja brÐsketai sthn kat�stash sunagermoÔ, en¸ k�je �lloc

kìmboc pou èqei ligìterec apì k exerqìmenec akmèc ja brÐsketai se k�poia kat�stash

qi, ìpou i < k. Profan¸c, to prwtìkollo èqei stajeropoioÔmenec katast�seic kai

parèqei thn akìloujh hmigrammik  eggÔhsh:

• E�n G /∈ Kout
k tìte toul�qiston ènac pr�ktorac paramènei se k�poia kat�stash

qi, ìpou i < k.

• E�n G ∈ Kout
k den paramènei kamÐa tètoia kat�stash.

Epomènwc, efarmìzetai to Je¸rhma 14, pr�gma pou shmaÐnei ìti up�rqei k�poio

PPDDG pou diagign¸skei stajer� thn Kout
k b�sei thc sÔmbashc exìdou kathgorhm�-

twn. Epomènwc, tìso h Kout
k ìso kai h K

out

k eÐnai stajer� diagn¸simec kai h apìdeixh

oloklhr¸jhke.

Parat rhsh 4. Lìgw summetrÐac, oi antÐstoiqec gl¸ssec N in
k , N

in

k , Kin
k kai K

in

k

pou aforoÔn se eiserqìmenouc geÐtonec eÐnai epÐshc PPDDG-diagn¸simec gia k�je

k = O(1).
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Je¸rhma 19 (SÔgkrish Eiserqìmenwn kai Exerqìmenwn Geitìnwn). H gl¸ssa gra-

fhm�twn Mout = {G ∈ Gcon | To G èqei k�poio kìmbo me perissìterouc exerqìmenouc

apì eiserqìmenouc geÐtonec} eÐnai stajer� diagn¸simh (to Ðdio isqÔei gia thn M out).

Apìdeixh. Jewr ste to akìloujo prwtìkollo: Arqik� ìloi oi pr�ktorec brÐskontai

sthn kat�stash 0 h opoÐa eÐnai h kat�stash isìthtac. 'Enac pr�ktorac mporeÐ epÐshc

na brÐsketai sthn kat�stash 1 h opoÐa eÐnai h kat�stash perissìterwn-exerqomènwn.

Arqik� ìlec oi akmèc brÐskontai sthn kat�stash s0 kai to S perièqei epÐshc tic o, i

kai b, ìpou h kat�stash o upodhl¸nei ìti h akm  èqei qrhsimopoihjeÐ mèqri t¸ra apì

to prwtìkollo mìno wc exerqìmenh, h i ìti èqei qrhsimopoihjeÐ mìno wc eiserqìmenh

kai h b ìti èqei qrhsimopoihjeÐ kai wc eiserqìmenh kai wc exerqìmenh. K�je pr�ktorac

jum�tai p�nta e�n èqei dei mèqri t¸ra perissìterec exerqìmenec akmèc   Ðso arijmì

eiserqomènwn kai exerqomènwn akm¸n. Epomènwc, e�n brÐsketai sthn kat�stash isìth-

tac kai eÐnai o muht c se mÐa allhlepÐdrash ìpou h akm  den èqei akìma qrhsimopoihjeÐ

(kat�stash s0)   èqei qrhsimopoihjeÐ mìno wc eiserqìmenh (kat�stash i), to opoÐo a-

pl¸c shmaÐnei ìti thn èqei prosmetr sei o apokrinìmenoc, tìte o pr�ktorac pern�ei

sthn kat�stash perissìterwn-exerqomènwn kai anane¸nei thn akm  analìgwc gia na

jum�tai ìti thn èqei prosmetr sei. ParomoÐwc, e�n ènac pr�ktorac sthn kat�stash

perissìterwn-exerqomènwn eÐnai o apokrinìmenoc mÐac allhlepÐdrash kai h akm  brÐ-

sketai se mÐa apì tic katast�seic s0   o, tìte pern�ei sthn kat�stash isìthtac kai

anane¸nei thn akm  analìgwc. E�n doÔme thn allhlepÐdrash apì thn optik  thc akm c,

tìte mporoÔme na diaqwrÐsoume tic akìloujec peript¸seic:

1. H akm  brÐsketai sthn kat�stash s0. Tìso o muht c ìso kai o apokrinìmenoc

mporoÔn na th qrhsimopoi soun. E�n th qrhsimopoi sei mìno o muht c (tìso

o muht c ìso kai o apokrinìmenoc brÐskontai sthn kat�stash isìthtac), tìte h

akm  pern�ei sthn kat�stash o. E�n th qrhsimopoi sei mìno o apokrinìmenoc

(kai oi dÔo brÐskontai sthn kat�stash perissìterwn-exerqomènwn) tìte h akm 
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pern�ei sthn kat�stash i. E�n th qrhsimopoi soun kai oi dÔo (o muht c eÐnai

sthn kat�stash isìthtac kai o apokrinìmenoc sthn kat�stash perissìterwn-

exerqomènwn) tìte pern�ei sthn kat�stash b. E�n den thn qrhsimopoi sei kaneÐc

tìte paramènei sthn s0.

2. H akm  brÐsketai sthn kat�stash o. O muht c de mporeÐ na thn qrhsimopoi sei,

afoÔ thn èqei  dh prosmetr sei. E�n o apokrinìmenoc brÐsketai sthn kat�sta-

sh perissìterwn-exerqomènwn, thn prosmetr�ei, epomènwc h akm  pern�ei sthn

kat�stash b. Diaforetik�, e�n brÐsketai sthn kat�stash isìthtac h akm  para-

mènei sthn kat�stash o.

3. H akm  brÐsketai sthn kat�stash i. O apokrinìmenoc de mporeÐ na thn qrhsi-

mopoi sei. E�n o muht c brÐsketai sthn kat�stash isìthtac, thn prosmetr�ei,

epomènwc h akm  pern�ei sthn kat�stash b. Diaforetik�, e�n brÐsketai sthn

kat�stash perissìterwn exerqomènwn, h akm  paramènei sthn kat�stash i.

4. H akm  brÐsketai sthn kat�stash b. Tìso o muht c ìso kai o apokrinìmenoc

thn èqoun qrhsimopoi sei epomènwc de sumbaÐnei tÐpota.

H kat�stash isìthtac dÐnei èxodo 0 kai h kat�stash perissìterwn-exerqomènwn dÐnei

èxodo 1. E�n up�rqei k�poioc kìmboc me perissìterec exerqìmenec akmèc, tìte ja

parameÐnei telik� sthn kat�stash perissìterwn-exerqomènwn dÐnontac èxodo 1, diafo-

retik� ìloi oi kìmboi ja parameÐnoun telik� sthn kat�stash isìthtac (parìti k�poioi

apì autoÔc mporeÐ na èqoun perissìterec eiserqìmenec akmèc), epomènwc ja dÐnoun èxo-

do 0. H di�gnwsh tou e�n mÐa kat�stash perissìterwn-exerqomènwn paramènei telik�

ston plhjusmì eÐnai hmigrammik  kai to prwtìkollo profan¸c èqei stajeropoioÔmenec

katast�seic, epomènwc efarmìzetai to Je¸rhma 14 kai sumperaÐnoume ìti h Mout eÐnai

stajer� diagn¸simh. H kleistìthta wc proc to sumpl rwma sunep�getai ìti h M out

eÐnai epÐshc stajer� diagn¸simh.
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Parat rhsh 5. Lìgw summetrÐac, oi antÐstoiqec gl¸ssec Min = {G ∈ Gcon | To

G èqei k�poio kìmbo me perissìterouc eiserqìmenouc apì exerqìmenouc geÐtonec} kai

M in eÐnai epÐshc stajer� diagn¸simec.

Je¸rhma 20 (Kateujuntì Monop�ti StajeroÔ M kouc). H gl¸ssa grafhm�twn

Pk = {G ∈ Gcon | To G èqei k�poio kateujuntì monop�ti pou apoteleÐtai apì toul�qiston

k akmèc} eÐnai stajer� diagn¸simh gia k�je k = O(1) (to Ðdio isqÔei gia thn P k).

Apìdeixh. E�n k = 1, to prwtìkollo pou diagign¸skei stajer� thn P1 eÐnai tetrimmè-

no, afoÔ apodèqetai ann sumbeÐ toul�qiston mÐa allhlepÐdrash (sthn pragmatikìthta

mporeÐ na apodèqetai p�nta afoÔ ìla ta graf mata epikoinwnÐac èqoun toul�qiston

dÔo kìmbouc kai eÐnai asjen¸c sunektik�, pr�gma to opoÐo sunep�getai ìti P1 = Gcon).

Parousi�zoume èna genikì prwtìkollo, DirPath (Prwtìkollo 2), pou diagign¸skei

stajer� thn Pk gia k�je stajerì k > 1.

Arqik�, ìloi oi kìmboi brÐskontai sthn q0 kai ìlec oi akmèc sthn 0. To prwtì-

kollo prospajeÐ na epekteÐnei anex�rthta monop�tia. 'Otan efarmìzetai o kanìnac

(q0, q0, 0)→ (q1, 1, 1), o muht c pern�ei sthn q1 upodhl¸nontac ìti apoteleÐ kìmbo k�-

poiou energoÔ monopatioÔ, o apokrinìmenoc pern�ei sthn 1 upodhl¸nontac ìti apoteleÐ

thn kefal  enìc energoÔ monopatioÔ m kouc 1 kai h akm  pern�ei sthn 1 upodhl¸nontac

ìti apoteleÐ mèroc enìc energoÔ monopatioÔ. Parathr¸ntac prosektik� th sun�rthsh

metab�sewn eÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti oi kìmboi dÔo anex�rthtwn energ¸n mono-

pati¸n de mporoÔn na allhlepidr�soun metaxÔ touc (sthn pragmatikìthta, mporoÔn

all� h allhlepÐdrash eÐnai anapotelesmatik ). Autì isqÔei epeid  ìloi oi kìmboi pou

brÐskontai sthn q1 den k�noun tÐpota ìtan allhlepidroÔn mèsw mÐac akm c pou brÐ-

sketai sthn kat�stash 0. Epiplèon, oi kefalèc twn monopati¸n epekteÐnontai mìno

ìtan allhlepidroÔn me kìmbouc pou brÐskontai sthn kat�stash q0, oi opoÐoi profan¸c

de mporoÔn na eÐnai kìmboi energ¸n monopati¸n (ìloi oi kìmboi energ¸n monopati¸n

brÐskontai sthn q1 ektìc apì tic kefalèc pou brÐskontai se katast�seic apì to sÔnolo
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Prwtìkollo 2 DirPath

1: Q = {q0, q1, 1, . . . , k}, S = {0, 1},

2: O(k) = 1, O(q) = 0, gia k�je q ∈ Q− {k},

3: δ:

(q0, q0, 0)→ (q1, 1, 1)

(q1, x, 1)→ (x− 1, q0, 0), e�n x ≥ 2

→ (q0, q0, 0), e�n x = 1

(x, q0, 0)→ (q1, x + 1, 1), e�n x + 1 < k

→ (k, k, 0), e�n x + 1 = k

(k, ·, ·)→ (k, k, ·)

(·, k, ·)→ (k, k, ·)

{1, . . . , k − 1}). Up�rqoun dÔo basik� endeqìmena gia èna energì monop�ti: eÐte to

prwtìkollo to epekteÐnei, epomènwc autì apokt�ei akìma èna kìmbo kai mÐa akm  kai o

metrht c kefal c aux�netai kat� èna, eÐte to surrikn¸nei, epomènwc apeleujer¸netai

ènac kìmboc kai mÐa akm  kai o metrht c kefal c mei¸netai kat� èna. Telik�, èna

monop�ti eÐte ja apeleujerwjeÐ pl rwc (ìloi oi kìmboi tou kai oi akmèc touc epanèr-

qontai stic arqikèc touc katast�seic)   ja apokt sei m koc k. Sthn pr¸th perÐptwsh,

to prwtìkollo apl¸c suneqÐzei na douleÔei, all� sth deÔterh brèjhke èna monop�ti

m kouc toul�qiston k kai h kat�stash k pou dÐnei èxodo 1 diadÐdetai se ìlo ton plhju-

smì. To krÐsimo shmeÐo eÐnai ìti h kat�stash k eÐnai h mình kat�stash pou dÐnei èxodo

1 kai mporeÐ na emfanisteÐ kai sunep¸c na diadwjeÐ ann up�rqei k�poio monop�ti m kouc

toul�qiston k. Epiplèon, e�n up�rqei èna tètoio monop�ti, lìgw thc dikaiosÔnhc, to

prwtìkollo ja mporèsei telik� na to entopÐsei.
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Mh Upologisimìthta

T¸ra eÐmaste ètoimoi na apodeÐxoume ìti mÐa sugkekrimènh gl¸ssa grafhm�twn

de diagign¸sketai stajer� apì PPDDG me stajeropoioÔmenec katast�seic. Pr¸ta

diatup¸noume kai apodeiknÔoume èna qr simo l mma.

L mma 6. Gia k�je PPDDG A kai k�je upologismì C0, C1, C2, . . . tou A sto G

(Sq ma 3.1(aþ)) up�rqei ènac upologismìc C ′
0, C

′
1, C ′

2, . . . , C
′
i, . . . tou A sto G′ (Sq ma

3.1(bþ)) t.¸.

Ci(υ1) = C ′
2i(u1) = C ′

2i(u3),

Ci(υ2) = C ′
2i(u2) = C ′

2i(u4),

Ci(e1) = C ′
2i(t1) = C ′

2i(t3) kai

Ci(e2) = C ′
2i(t2) = C ′

2i(t4)

gia k�je peperasmèno i ≥ 0.

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai me epagwg  sto i. Upojètoume ìti arqik� ìloi oi kìmboi

eÐnai sthn kat�stash q0 kai ìlec oi akmèc sthn s0 (arqikèc katast�seic). 'Etsi h

basik  perÐptwsh (b�sh epagwg c), gia i = 0, isqÔei tetrimmèna. T¸ra k�noume thn

akìloujh paradoq : 'Opote o dromologht c, èstw S1, tou A sto G epilègei thn akm 

e1, upojètoume ìti o dromologht c S2 tou A sto G′ k�nei dÔo b mata; pr¸ta epilègei

thn t1 kai met� thn t3. 'Opote o S1 epilègei thn akm  e2, o S2 pr¸ta epilègei thn t2 kai

met� thn t4. Tupik�, e�n Ci−1
e1→ Ci tìte C ′

2(i−1)

t1→ C ′
2i−1

t3→ C ′
2i kai e�n Ci−1

e2→ Ci tìte

C ′
2(i−1)

t2→ C ′
2i−1

t4→ C ′
2i gia k�je peperasmèno i ≥ 1. Profan¸c, o S2 den eÐnai dÐkaioc

dromologht c. 'Etsi, gia na eÐmaste se jèsh na mil�me gia upologismì, apaitoÔme aut 

h proapofasismènh sumperifor� na akoloujeÐtai apì ton S2 gia peperasmèno arijmì

bhm�twn. Met� apì autìn ton peperasmèno arijmì bhm�twn o S2 suneqÐzei aujaÐreta

all� plèon me dÐkaio trìpo.
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(αʹ) Το γράφημα G (βʹ) Το γράφημα G′

Sq ma 3.1. G ∈ 2C kai G′ /∈ 2C.

Upojètoume t¸ra ìti ìlec oi sunj kec ikanopoioÔntai gia k�poio peperasmèno

b ma (epagwgik  upìjesh). Ja apodeÐxoume ìti to Ðdio isqÔei kai gia to b ma i + 1

oloklhr¸nontac ètsi thn apìdeixh (epagwgikì b ma). Up�rqoun dÔo peript¸seic:

1. Ci
e1→ Ci+1 (dhlad  sto b ma i + 1 o S1 epilègei thn akm  e1): Tìte gnwrÐzoume

ìti o S2 epilègei pr¸ta thn t1 kai met� thn t3 (sta antÐstoiqa dik� tou b mata

2i + 1 kai 2i + 2). Dhlad  h pr¸th tou met�bash eÐnai h C ′
2i

t1→ C ′
2i+1 kai h

deÔterh h C ′
2i+1

t3→ C ′
2(i+1). 'Omwc apì thn epagwgik  upìjesh gnwrÐzoume ìti

C ′
2i(u1) = Ci(υ1), C ′

2i(u2) = Ci(υ2) kai C ′
2i(t1) = Ci(e1) pr�gma pou shmaÐnei

apl� ìti h allhlepÐdrash e1 èqei sto G to Ðdio apotèlesma me autì pou èqei h t1

sto G′ (o u1 brÐsketai sthn Ðdia kat�stash me ton υ1, o u2 sthn Ðdia me ton υ2 kai

h t1 sthn Ðdia me thn e1). Epomènwc, C ′
2i+1(u1) = Ci+1(υ1), C ′

2i+1(u2) = Ci+1(υ2)

kai C ′
2i+1(t1) = Ci+1(e1). EpÐshc, se autì to b ma h t3 kaj¸c kai ta dÔo �kra

thc den tropopoioÔn thn kat�stas  touc (afoÔ h allhlepÐdrash aforoÔse thn

t1), �ra C ′
2i+1(u3) = C ′

2i(u3) = Ci(υ1) (h teleutaÐa exÐswsh prokÔptei ap� thn

epagwgik  upìjesh), C ′
2i+1(u4) = C ′

2i(u4) = Ci(υ2) kai C ′
2i+1(t3) = C ′

2i(t3) =

Ci(e1). 'Otan sto epìmeno b ma o S2 epilègei thn t3, h t1 kaj¸c kai ta dÔo

�kra thc den èqoun all�xei kat�stash, �ra C ′
2(i+1)(u1) = C ′

2i+1(u1) = Ci+1(υ1),
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C ′
2(i+1)(u2) = C ′

2i+1(u2) = Ci+1(υ2) kai C ′
2(i+1)(t1) = C ′

2i+1(t1) = Ci+1(e1). Ac

doÔme t¸ra ti sumbaÐnei sthn t3 kai ta �kra thc. Prin thn allhlepÐdrash h

kat�stash tou u3 eÐnai Ci(υ1), tou u4 eÐnai Ci(υ2) kai thc t3 eÐnai Ci(e1), pr�gma

pou shmaÐnei ìti, kat� th C ′
2(i+1), o u3 èqei metabeÐ sthn Ci+1(υ1), o u4 sthn

Ci+1(υ2) kai h t3 sthn Ci+1(e1). Telik�, h t2 kai h t4 den èqoun l�bei mèroc

se kamÐa apì tic dÔo allhlepidr�seic tou S2 kai epomènwc èqoun diathr sei tic

katast�seic touc, dhlad  C ′
2(i+1)(t2) = C ′

2i(t2) = Ci(e2) = Ci+1(e2) (h teleutaÐec

dÔo exis¸seic prokÔptoun ap� thn epagwgik  upìjesh kai to gegonìc ìti sto

b ma i + 1 o S1 epilègei thn e1 pou shmaÐnei ìti h e2 diathreÐ thn kat�stas  thc,

antÐstoiqa), kai omoÐwc C ′
2(i+1)(t4) = Ci+1(e2).

2. Ci
e2→ Ci+1 (dhlad  sto b ma i+1 o S1 epilègei thn akm  e2): H perÐptwsh aut 

eÐnai summetrik  me thn prohgoÔmenh.

'Estw t¸ra A èna PPDDG pou diagign¸skei stajer� th gl¸ssa grafhm�twn

2C = {G ∈ Gcon | To G èqei toul�qiston dÔo kìmbouc u, υ t.¸. (u, υ), (υ, u) ∈ E(G)

(me �lla lìgia, to G èqei toul�qiston ènan 2-kÔklo)}. Autì shmaÐnei ìti gia k�je

upologismì tou A sto G, met� apì peperasmèno arijmì bhm�twn, tìso o υ1 ìso kai o

υ2 pernoÔn se k�poia kat�stash pou dÐnei èxodo 1, afoÔ G ∈ 2C, kai den tropopoioÔn

thn tim  exìdou touc se kanèna epìmeno b ma (èstw Ci h antÐstoiqh f�sh stajer c

exìdou, ìpou to i eÐnai peperasmèno). 'Omwc, sÔmfwna me to L mma 6, up�rqei ènac

upologismìc tou A sto G′ ston opoÐo kat� th f�sh C ′
2i oi pr�ktorec u1, u2, u3 kai

u4 dÐnoun èxodo 1. QrhsimopoioÔme autì to gegonìc gia na apodeÐxoume to akìloujo

apotèlesma.

Je¸rhma 21. Den up�rqei PPDDG me stajeropoioÔmenec katast�seic pou na dia-

gign¸skei stajer� th gl¸ssa grafhm�twn 2C = {G ∈ Gcon | To G èqei toul�qiston
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dÔo kìmbouc u, υ t.¸. (u, υ), (υ, u) ∈ E(G) (me �lla lìgia, to G èqei toul�qiston ènan

2-kÔklo)}.

Apìdeixh. 'Estw A èna PPDDG me stajeropoioÔmenec katast�seic pou diagign¸skei

stajer� thn 2C. ProkÔptei ìti ìtan to A trèqei sto G (Sq ma 3.1(aþ)), met� apì

peperasmèno arijmì bhm�twn oi υ1 kai υ2 ja brejoÔn q.b.t.g. se k�poiec katast�seic

q1 kai q2, antÐstoiqa, pou dÐnoun èxodo 1 (afoÔ to A diagign¸skei stajer� thn A) kai

pou den tropopoioÔntai se kanèna metèpeita b ma (afoÔ to A èqei stajeropoioÔmenec

katast�seic). Ac upojèsoume ìti th stigm  aut  h e1 brÐsketai sthn s1 kai h e2 sthn

s′1. Ac upojèsoume epÐshc ìti up�rqei k�poio uposÔnolo S1 = {s1, s2, . . . , sk} tou S,

pou apoteleÐtai apì tic katast�seic akm¸n ekeÐnec oi opoÐec eÐnai prosb�simec mèsw dia-

doqik¸n allhlepidr�sewn tou zeÔgouc (υ1, υ2) kai èna uposÔnolo S2 = {s′1, s′2, . . . , s′l}

tou S, pou apoteleÐtai apì ekeÐnec tic katast�seic akm¸n pou eÐnai prosb�simec mèsw

diadoqik¸n allhlepidr�sewn tou zeÔgouc (υ2, υ1), ìpou k kai l eÐnai stajerèc ane-

x�rthtec tou n (parathr ste ìti ta S1 kai S2 den eÐnai aparait twc xèna sÔnola).

ProkÔptei ìti gia k�je si ∈ S1, (q1, q2, si) → (q1, q2, sj), ìpou sj ∈ S1, kai gia k�je

s′i ∈ S2, (q2, q1, s
′
i) → (q2, q1, s

′
j), ìpou s′j ∈ S2. Me apl� lìgia, kamÐa apì autèc tic

prosb�simec katast�seic akm¸n de mporeÐ na eujÔnetai gia k�poia allag  sthn kat�-

stash enìc pr�ktora. SÔmfwna me to L mma 6, up�rqei ènac upologismìc tou A sto

G′ (Sq ma 3.1(bþ)) t.¸. met� apì peperasmèno arijmì bhm�twn oi u1, u3 ja brÐskontai

sthn q1, oi u2, u4 sthn q2, oi t1, t3 sthn s1 kai oi t2, t4 sthn s′1. AfoÔ to A diagign¸-

skei thn 2C, se k�poio metèpeita peperasmèno b ma (afoÔ af soume to prwtìkollo

na trèxei dÐkaia sto G′), k�poioc pr�ktorac ja brejeÐ se mÐa nèa kat�stash q3, afoÔ

e�n de ginìtan autì, tìte ìloi oi pr�ktorec ja parèmenan gia p�nta stic katast�seic

q1 kai q2 pou dÐnoun èxodo 1 (ìmwc sto G′ den up�rqei 2-kÔkloc kai mÐa tètoia apìfash

eÐnai lanjasmènh). Autì prèpei na sumbeÐ mèsw k�poiac allhlepÐdrashc mÐac ek twn

akìloujwn dÔo morf¸n:
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1. (q1, q2, si), ìpou si ∈ S1,

2. (q2, q1, s
′
i), ìpou s′i ∈ S2.

'Omwc autì eÐnai �topo, afoÔ deÐxame prohgoumènwc ìti kamÐa tètoia allhlepÐdrash

de mporeÐ na tropopoi sei thn kat�stash kanenìc apì ta �kra thc. Diaisjhtik�, e�n

up�rqei k�poioc trìpoc na tropopoi sei to A mÐa ek twn q1 kai q2 sto G′ tìte ja

up�rqei epÐshc kai k�poioc trìpoc na tropopoi sei mÐa apì autèc tic katast�seic kai

sto G parìti to sÔsthma èqei  dh apokt sei stajerèc katast�seic, to opoÐo eÐnai

profan¸c �topo.

Wc �mesh sunèpeia (eidik  perÐptwsh) paÐrnoume to akìloujo pìrisma:

Pìrisma 3. Den up�rqei PPDDG pou se k�je upologismì se k�je G ∈ 2C na

stajeropoieÐtai se mÐa mìno kat�stash, p.q. diadÐdontac mÐa kat�stash sunagermoÔ

ìpote brÐskei ènan 2-kÔklo, to opoÐo na diagign¸skei stajer� thn 2C.

3.2.2 Mh Sunektik� Graf mata

Ed¸ to sÔmpan eÐnai to Gall (anakalèste ton orismì tou ap� thn Enìthta 1.3.2)

kai, epomènwc mÐa gl¸ssa grafhm�twn mporeÐ na eÐnai mìno k�poio uposÔnolo tou Gall.

K�je mh sunektikì gr�fhma G tou Gall apoteleÐtai apì (asjen¸c   isqur¸c sunektikèc)

sunist¸sec G1, G2, . . . , Gt, ìpou t ≥ 2 (parathr ste epÐshc ìti k�je sunist¸sa prèpei

na èqei toul�qiston dÔo kìmbouc, gia na mporeÐ na l�bei q¸ra upologismìc).

L mma 7. Gia k�je mh tetrimmènh gl¸ssa grafhm�twn L, up�rqei k�poio mh sune-

ktikì gr�fhma G sthn L ìpou toul�qiston mÐa sunist¸sa tou G den an kei sthn L  

up�rqei k�poio mh sunektikì gr�fhma G′ sthn L ìpou toul�qiston mÐa sunist¸sa tou

G′ den an kei sthn L (  kai ta dÔo).
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Apìdeixh. 'Estw L mÐa tètoia mh tetrimmènh gl¸ssa grafhm�twn kai èstw ìti h prì-

tash den isqÔei. Tìte gia k�je mh sunektikì gr�fhma thc L, ìlec oi sunist¸sec tou

an koun epÐshc sthn L kai gia k�je mh sunektikì gr�fhma sthn L, ìlec oi sunist¸sec

tou an koun epÐshc sthn L. Up�rqoun dÔo basikèc peript¸seic:

1. H L perièqei ìla ta sunektik� graf mata. 'Omwc h L eÐnai mh tetrimmènh, pr�gma

to opoÐo shmaÐnei ìti ja prèpei na perièqei toul�qiston èna mh sunektikì gr�-

fhma. GnwrÐzoume ìti gia k�je mh sunektikì gr�fhma thc L ìlec oi sunektikèc

sunist¸sec tou an koun sthn L, ìmwc autì eÐnai �topo, afoÔ ìla ta sunektik�

graf mata an koun sthn L.

2. H L den perièqei ìla ta sunektik� graf mata. Up�rqoun t¸ra dÔo pijanèc

upopeript¸seic:

(aþ) H L perièqei toul�qiston èna sunektikì gr�fhma (all� ìqi ìla). Au-

tì shmaÐnei ìti h L perièqei epÐshc toul�qiston èna sunektikì gr�fhma.

'Estw G′ = (V ′, E ′) èna sunektikì gr�fhma thc L kai G′′ = (V ′′, E ′′)

èna sunektikì gr�fhma thc L. H anex�rthth ènwsh twn G′ kai G′′,

U = (V ′ ∪ V
′′
, E ′ ∪ E

′′
), eÐnai èna mh sunektikì gr�fhma pou apoteleÐ-

tai apì dÔo sunektikèc sunist¸sec, ek twn opoÐwn h mÐa an kei sthn L kai

h �llh sthn L. To Ðdio to U ja prèpei na an kei se mÐa ek twn L kai L

pr�gma pou shmaÐnei ìti ìlec oi sunist¸sec tou ja prèpei na an koun sthn

L   ìlec sthn L, to opoÐo eÐnai �topo.

(bþ) H L den perièqei kanèna sunektikì gr�fhma. Epomènwc, afoÔ h L eÐnai mh

tetrimmènh, perièqei toul�qiston èna mh sunektikì gr�fhma tou opoÐou oi

sunektikèc sunist¸sec an koun sthn L. 'Omwc ìla ta sunektik� graf mata

an koun sthn L to opoÐo eÐnai �topo.
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Je¸rhma 22. KamÐa mh tetrimmènh gl¸ssa grafhm�twn L ⊂ Gall den eÐnai stajer�

diagn¸simh ap� to montèlo PPDDG.

Apìdeixh. 'Estw L mÐa tètoia gl¸ssa kai upojèste ìti up�rqei èna PPDDG AL pou

th diagign¸skei stajer�. Epomènwc, to AL k�nei ìlouc touc pr�ktorec tou G na

d¸soun èxodo 1 e�n G ∈ L kai èxodo 0 e�n G /∈ L. Epiplèon, to prwtìkollo AL, pou

eÐnai Ðdio me to AL all� diajètei sumplhrwmatik  apeikìnish exìdou, diagign¸skei sta-

jer� thn L. Aut� ta PPDDG (kai sthn pragmatikìthta k�je PPDDG) de mporoÔn

na metad¸soun dedomèna metaxÔ praktìrwn pou an koun se diaforetikèc sunist¸sec

ìtan ekteloÔntai se mh sunektik� graf mata. Sthn pragmatikìthta, eÐnai tetrimmèno

na dei kaneÐc ìti, ìtan ekteloÔntai se mh sunektik� graf mata, aut� ta prwtìkolla

sthn ousÐa ekteloÔntai anex�rthta stic di�forec sunist¸sec twn grafhm�twn. Autì

shmaÐnei ìti ìtan, gia par�deigma, to AL ekteleÐtai sto mh sunektikì gr�fhma G, ìpou

to G èqei toul�qiston dÔo sunist¸sec G1, G2, . . . , Gt, tìte sthn pragmatikìthta ekte-

loÔntai t diaforetik� antÐgrafa tou AL, èna se k�je sunist¸sa, kai k�je antÐgrafo

diagign¸skei th summetoq  sth gl¸ssa L thc antÐstoiqhc sunist¸sac (sthn opoÐa

ekteleÐtai). To Ðdio isqÔei kai gia to AL. Apì to L mma 7 up�rqei toul�qiston èna

mh sunektikì gr�fhma sthn L ìpou toul�qiston mÐa sunist¸sa tou an kei sthn L  

toul�qiston èna mh sunektikì gr�fhma sthn L ìpou toul�qiston mÐa sunist¸sa tou

an kei sthn L. E�n h L perièqei èna tètoio mh sunektikì gr�fhma tìte, profan¸c,

ìtan to AL ekteleÐtai se autì to gr�fhma G, ìloi oi kìmboi twn sunistws¸n pou

an koun sthn L ja dÐnoun telik� èxodo 0. Autì eÐnai �topo afoÔ G ∈ L kai to AL

diagign¸skei thn L, to opoÐo shmaÐnei ìti ìloi oi pr�ktorec prèpei na dÐnoun telik�

èxodo 1. E�n h L perièqei èna tètoio mh sunektikì gr�fhma tìte to �topo prokÔptei

me summetrikì trìpo.

Wc �mesh sunèpeia tou Jewr matoc 22 paÐrnoume to akìloujo pìrisma:
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Pìrisma 4. H gl¸ssa grafhm�twn C = {G ∈ Gall | To G eÐnai (asjen¸c)

sunektikì} den eÐnai stajer� diagn¸simh.

Apìdeixh. H C eÐnai mÐa mh tetrimmènh gl¸ssa grafhm�twn kai efarmìzoume to Je¸-

rhma 22.

Parathr ste ìti h C eÐnai h idiìthta thc sunektikìthtac kai èqei k�poio nìhma

mìno an oristeÐ wc proc to Gall. E�n  tan stajer� diagn¸simh tìte ja mporoÔsame na

gnwrÐzoume e�n èna dojèn gr�fhma epikoinwnÐac eÐnai sunektikì   ìqi, ìmwc sÔmfwna

me to prohgoÔmeno pìrisma blèpoume ìti autì den eÐnai dunatì sto montèlo PPDDG.
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Kef�laio 4

Pajhtik� KinoÔmenec Mhqanèc

pou QrhsimopoioÔn Periorismèno

Q¸ro

4.1 Eisagwg 

Sto parìn kef�laio jewroÔme k�je pr�ktora wc mÐa TM. Sugkekrimèna, proteÐ-

noume èna nèo jewrhtikì montèlo gia pajhtik� kinoÔmena dÐktua aisjht rwn, to opoÐo

kaloÔme montèlo Pajhtik� kinoÔmenwn Mhqan¸n (PM). Esti�zoume kurÐwc se prwtì-

kolla PM pou qrhsimopoioÔn q¸ro O(log n) ta opoÐa kaloÔme prwtìkolla PALOMA

(PAjhtik� kinoÔmenec LOgarijmikoÔ q¸rou MhqAnèc). O lìgoc gia ton opoÐo me-

let�me aut� ta sugkekrimèna prwtìkolla eÐnai ìti h upìjesh logarijmik¸n mhqan¸n

pou epikoinwnoÔn moi�zei pio fusik  apì autìmata pou epikoinwnoÔn kai èqoun stajer 

mn mh. Pr¸ta ap� ìla, h upìjesh mhqan¸n pou epikoinwnoÔn eÐnai apìluta sumbat 

me thn sÔgqronh teqnologÐa (p.q. kinht� thlèfwna, iPods, PDAs k.o.k.). Epiplèon, h

logarijmik  mn mh eÐnai sthn pragmatikìthta exairetik� mikr . Gia na peisteÐ o ana-
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gn¸sthc arkeÐ na anaferjeÐ ìti gia èna plhjusmì pou apoteleÐtai apì 2266 pr�ktorec,

arijmìc megalÔteroc apì to pl joc twn atìmwn sto oratì di�sthma, apaitoÔme k�je

pr�ktorac na diajètei mìno 266 keli� mn mhc (thn Ðdia stigm  pou oi sÔgqronec mn -

mec flac xepernoÔn ta 16GB apojhkeutik c qwrhtikìthtac)! Parousi�zei idiaÐtero

endiafèron to gegonìc ìti (ìpwc ja deÐxoume) oi pr�ktorec twn prwtokìllwn PA-

LOMA mporoÔn na autoorganwjoÔn se mÐa katanemhmènh antaitiokratik  TM q¸rou

O(n log n)! H mhqan , ìpwc kai aut  tou Jewr matoc 10, antleÐ thn antaitiokratÐa

thc apì thn eggen  antaitiokratÐa tou protÔpou allhlepidr�sewn. Epiplèon, ìpwc

ja doÔme sto epìmeno kef�laio, to qwrikì fr�gma log n apoteleÐ èna arket� idiaÐte-

ro fr�gma afoÔ emfanÐzei k�poia sumperifor� katwflÐou wc proc thn upologistik 

isqÔ tou montèlou PM. To gegonìc autì se sunduasmì me thn parap�nw suz thsh to

kajist� Ðswc to katallhlìtero qwrikì fr�gma gi� autoÔ tou eÐdouc ta sust mata.

Sthn Enìthta 4.2, xekin�me me ènan tupikì orismì tou montèlou PM. H enìth-

ta proqwr�ei me mÐa endeleq  perigraf  thc leitourgikìthtac twn upì exètash su-

sthm�twn kai en suneqeÐa parèqei orismoÔc gia tic f�seic kai tic dÐkaiec ektelèseic.

Akìma, orÐzontai o stajerìc upologismìc sto nèo montèlo kai h kl�sh poluplokìth-

tac PMSPACE(f(n)) (stajer� upologÐsima kathgor mata ap� to montèlo PM ìtan

qrhsimopoieÐtai q¸roc O(f(n))). Sthn Upoenìthta 4.2.1, parousi�zontai dÔo apl�

paradeÐgmata prwtokìllwn PALOMA ta opoÐa, kaj¸c upologÐzoun mh hmigrammik�

kathgor mata, deÐqnoun ìti genik� ta PALOMA prwtìkolla eÐnai austhr� pio isqur�

ap� ta PP. Sthn Enìthta 4.3, apodeiknÔoume arqik� ìti ta prwtìkolla PM mporoÔn na

upojètoun thn Ôparxh monadik¸n diadoqik¸n prosdiorist¸n kai gn¸sh tou megèjouc

tou plhjusmoÔ me qwrikì kìstoc O(log n) (Je¸rhma 24). Ekmetalleuìmeno aut  th

gn¸sh kai qwrÐc na aux�nei thn t�xh tou apaitoÔmenou q¸rou, to montèlo PM mporeÐ

na prosomoi¸sei mÐa TM q¸rou O(n log n) (Je¸rhma 25), to opoÐo kajier¸nei ìti h

SSPACE(n log n) eÐnai uposÔnolo thc PLM (≡ PMSPACE(log n)). Sthn Enìth-

ta 4.4, proqwr�me akìma èna b ma kai deÐqnoume ìti SNSPACE(n log n) ⊆ PLM .
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Sugkekrimèna, deÐqnoume ìti to montèlo PM, qrhsimopoi¸ntac q¸ro O(log n), proso-

moi¸nei to montèlo PK twn Guerraoui kai Ruppert [39] (autìc o egkleismìc prokÔptei

kai enallaktik� mèsw apeujeÐac prosomoÐwshc mÐac antaitiokratik c TM sto Je¸rh-

ma 29). Tèloc, sthn Enìthta 4.5 deÐqnoume ìti h SNSPACE(n log n) apoteleÐ ènan

akrib  qarakthrismì gia thn PLM , apodeiknÔontac ìti h gl¸ssa pou antistoiqeÐ se

k�je kathgìrhma thc PLM mporeÐ na diagnwsteÐ apì mÐa antaitiokratik  TM q¸rou

O(n log n).

4.2 Tupikìc Orismìc tou Montèlou

Sthn paroÔsa enìthta orÐzoume tupik� to montèlo PM kai perigr�foume th lei-

tourgikìtht� tou. DÐnoume kai p�li orismoÔc gia pl rh graf mata epikoinwnÐac kai mh

fragmènec mn mec, parìti mac endiafèroun pl rh graf mata kai mn mec qwrik� frag-

mènec apì èna log�rijmo sto mègejoc tou plhjusmoÔ.

Orismìc 11. 'Ena prwtìkollo PM eÐnai mÐa 6-�da (X, Γ, Q, δ, γ, q0) ìpou ta X, Γ

kai Q eÐnai ìla peperasmèna sÔnola kai

1. X eÐnai to alf�bhto eisìdou, ìpou t /∈ X,

2. Γ eÐnai to alf�bhto tainÐac, ìpou t ∈ Γ kai X ⊂ Γ,

3. Q eÐnai to sÔnolo katast�sewn,

4. δ : Q×Γ4 → Q×Γ4×{L,R}4×{0, 1} eÐnai h eswterik  sun�rthsh metab�sewn,

5. γ : Q × Q → Q × Q eÐnai h exwterik  sun�rthsh metab�sewn (  sun�rthsh

metab�sewn allhlepidr�sewn) kai

6. q0 ∈ Q eÐnai h arqik  kat�stash.

K�je pr�ktorac eÐnai efodiasmènoc me ta akìlouja:

99



• 'Enan aisjht ra oÔtwc ¸ste na aisj�netai to perib�llon kai na lamb�nei thn

eÐsodì tou.

• Tèsseric tainÐec an�gnwshc/eggraf c: thn tainÐa ergasÐac, thn tainÐa exìdou,

thn tainÐa eiserqomènwn mhnum�twn kai thn tainÐa exerqomènwn mhnum�twn. U-

pojètoume ìti ìlec oi tainÐec eÐnai fragmènec apì t� arister� kai mh fragmènec

proc ta dexi�.

• MÐa mon�da elègqou pou perièqei thn kat�stash tou pr�ktora kai efarmìzei tic

sunart seic metab�sewn.

• Tèsseric kefalèc (mÐa gia k�je tainÐa) pou diab�zoun kai gr�foun sta keli�

twn antÐstoiqwn taini¸n kai mporoÔn na kinoÔntai èna b ma th for� eÐte proc t�

arister� eÐte proc ta dexi�.

• MÐa duadik  shmaÐa ergasÐac pou paÐrnei eÐte thn tim  1, pou shmaÐnei ìti o

pr�ktorac erg�zetai eswterik�,   0 pou shmaÐnei ìti o pr�ktorac eÐnai ètoimoc

gia allhlepÐdrash.

Arqik�, ìloi oi pr�ktorec brÐskontai sthn kat�stash q0, h shmaÐa ergasÐac èqei

thn tim  1 kai ìla ta keli� touc perièqoun to kenì sÔmbolo t. Upojètoume kai ed¸ ìti

ìloi oi pr�ktorec lamb�noun thn eÐsodì touc tautìqrona wc apìkrish se èna kajolikì

s ma ekkÐnhshc. H eÐsodoc k�je pr�ktora eÐnai èna sÔmbolo apì to X kai gr�fetai

sto aristerìtero kelÐ thc tainÐac ergasÐac.

'Otan h shmaÐa ergasÐac èqei thn tim  1, mporoÔme na skeftìmaste ìti o pr�ktorac

leitourgeÐ wc mÐa sunhjismènh mhqan  Turing (mìno pou epiprìsjeta gr�fei th shmaÐa

ergasÐac). Sugkekrimèna, ìso h shmaÐa ergasÐac èqei thn tim  1 efarmìzetai h esw-

terik  sun�rthsh metab�sewn δ, h mon�da elègqou diab�zei ta sÔmbola k�tw apì tic

kefalèc kai thn Ðdia thc thn kat�stash, ta anane¸nei ìla, metakineÐ k�je kefal  èna
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b ma arister�   dexi� kai jètei th shmaÐa ergasÐac sthn tim  0   1, sÔmfwna p�nta me

th δ.

'Enac dÐkaioc eqjrikìc dromologht c kajorÐzei kai ed¸ th seir� me thn opoÐa sum-

baÐnoun oi allhlepidr�seic. Upojèste ìti dÔo pr�ktorec u kai v eÐnai ètoimoi na allh-

lepidr�soun me ton u na paÐzei to rìlo tou muht  kai ton v tou apokrinìmenou. 'Estw

f : V → {0, 1} mÐa sun�rthsh pou epistrèfei thn trèqousa tim  thc shmaÐac ergasÐac

k�je pr�ktora. An toul�qiston mÐa ek twn f(u) kai f(υ) eÐnai Ðsh me 1, tìte de sum-

baÐnei tÐpota, epeid  toul�qiston ènac pr�ktorac erg�zetai eswterik�. Diaforetik�

(f(u) = f(υ) = 0), kai oi dÔo pr�ktorec eÐnai ètoimoi kai egkajidrÔetai mÐa allhlepÐ-

drash. Sthn teleutaÐa perÐptwsh, efarmìzetai h exwterik  sun�rthsh metab�sewn γ,

oi katast�seic twn praktìrwn anane¸nontai sÔmfwna me aut , to exerqìmeno m numa

tou muht  antigr�fetai sta aristerìtera keli� thc tainÐac eiserqomènwn mhnum�twn

tou apokrinìmenou (antikajist¸ntac ta perieqìmen� thc kai gr�fontac t se ìla ta

upìloipa keli� pou prohgoumènwc  tan mh ken�) kai antistrìfwc (h diadikasÐa aut 

kaleÐtai antallag  mhnum�twn) kai tèloc oi shmaÐec ergasÐac kai twn dÔo praktìrwn

tÐjentai kai p�li sthn tim  1. Autèc oi leitourgÐec jewroÔntai atomikèc, dhlad  oi pr�-

ktorec pou allhlepidroÔn de mporoÔn na summet�sqoun se �llh allhlepÐdrash prin

thn olokl rwsh aut¸n twn leitourgi¸n kai epiplèon eÐte ìlec oi leitourgÐec epitugq�-

noun pl rwc eÐte ìlec matai¸nontai pl rwc (sthn teleutaÐa perÐptwsh, oi katast�seic

twn allhlepidr¸ntwn praktìrwn epanafèrontai).

Parathr ste ìti h upìjesh ìti h eswterik  sun�rthsh metab�sewn δ efarmìzetai

mìno ìtan h shmaÐa ergasÐac èqei thn tim  1 eÐnai asjen c. Sthn pragmatikìthta,

ènac isodÔnamoc trìpoc montelopoÐhshc eÐnai na upojèsoume ìti h δ eÐnai thc morf c

δ : Q× Γ4 × {0, 1} → Q× Γ4 × {L,R, S}4 × {0, 1}, ìti efarmìzetai p�nta kai ìti gia

k�je q ∈ Q kai a ∈ Γ4 ikanopoieÐtai h δ(q, a, 0) = (q, a, S4, 0), ìpou to S ekfr�zei

ìti h antÐstoiqh kefal  mènei sth jèsh thc (den kineÐtai oÔte arister� oÔte dexi�).

To Ðdio isqÔei kai gia tic upojèseic ìti h γ den efarmìzetai e�n toul�qiston ènac
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apì touc allhlepidr¸ntec pr�ktorec erg�zetai eswterik� kai ìti oi shmaÐec ergasÐac

tÐjentai sthn tim  1 ìtan k�poia allhlepÐdrash oloklhrwjeÐ; eÐnai isodÔnamec me mÐa

epektajeÐsa γ thc morf c γ : Q2 × {0, 1}2 → Q2 × {0, 1}2, pou efarmìzetai se k�je

allhlepÐdrash kai gia thn opoÐa isqÔei ìti γ(q1, q2, f1, f2) = (q1, q2, f1, f2) e�n f1 = 1

  f2 = 1 kai γ(q1, q2, f1, f2) = (γ1(q1, q2), γ2(q1, q2), 1, 1) e�n f1 = f2 = 0, gia k�je

q1, q2 ∈ Q kai ja mporoÔsame epÐshc na epekteÐnoume peraitèrw tic δ kai γ oÔtwc ¸ste

na qeirÐzontai thn antallag  mhnum�twn, all� gia lìgouc aplìthtac apofasÐsame na

af soume tètoiec leptomèreiec ektìc montèlou.

AfoÔ k�je pr�ktorac eÐnai mÐa TM, qrhsimopoioÔme thn ènnoia thc f�shc gia na

ekfr�soume thn ��eswterik  tou kat�stash��. MÐa f�sh pr�ktora (  eswterik  f�-

sh) eÐnai mÐa plei�da (q, lw, rw, lo, ro, lim, rim, lom, rom, f), ìpou q ∈ Q, li, ri ∈ Γ∗ kai

f ∈ {0, 1}. q eÐnai h kat�stash thc mon�dac elègqou, lw (lo, lim, lom) eÐnai h sumbolo-

seir� thc tainÐac ergasÐac (exìdou, eiserqomènwn mhnum�twn, exerqomènwn mhnum�twn)

arister� thc kefal c (sumperilambanomènou tou sumbìlou k�tw ap� thn kefal ), rw

(ro, rim, rom) eÐnai h sumboloseir� thc tainÐac ergasÐac (exìdou, eiserqomènwn mhnu-

m�twn, exerqomènwn mhnum�twn) dexi� thc kefal c (apokleÐontac �peirec akoloujÐec

ken¸n keli¸n) kai f eÐnai h shmaÐa ergasÐac pou deÐqnei e�n ènac pr�ktorac eÐnai ètoi-

moc na allhlepidr�sei (f = 0)   ekteleÐ eswterikì upologismì (f = 1). 'Estw B to

sÔnolo ìlwn twn f�sewn praktìrwn. Dojèntwn dÔo f�sewn praktìrwn A, A′ ∈ B,

lème ìti h A par�gei thn A′ e�n h A′ prokÔptei apì thn A mèsw mÐac mìno efarmog c

thc δ.

'Omoia me to montèlo PPD, mÐa f�sh plhjusmoÔ eÐnai mÐa apeikìnish C : V → B

pou kajorÐzei th f�sh pr�ktora gia k�je pr�ktora ston plhjusmì. 'Estw C kai C ′

f�seic plhjusmoÔ kai èstw u ∈ V . Lème ìti h C par�gei th C ′ mèsw thc met�bashc

tou pr�ktora u kai sumbolÐzoume wc C
u→ C ′, e�n h C(u) par�gei th C ′(u) kai C ′(w) =

C(w), ∀w ∈ V − {u}.
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SumbolÐzoume me q(A) th sunist¸sa kat�stashc thc f�shc pr�ktora A kai

omoÐwc gia tic �llec sunist¸sec (p.q. lw(A), rim(A), f(A) k.o.k.). 'Estw

stp(A) = ltp(A)rtp(A), dhlad  paÐrnoume me sunarmog  ìla ta perieqìmena thc tainÐac

tp ∈ {w, o, im, om}. DojeÐshc mÐac sumboloseir�c s kai 1 ≤ i, j ≤ |s| sumbolÐzoume

me s[. . . i] to prìjem� thc s1s2 . . . si kai me s[j . . .] to epÐjem� thc sjsj+1 . . . s|s|. E�n

i, j > |s| tìte s[. . . i] = sti−|s| (dhlad  i − |s| ken� sÔmbola prosteÐjentai sto tèloc

thc s) kai s[j . . .] = ε. Gia k�je exwterik  met�bash γ(q1, q2) = (q′1, q
′
2) orÐzoume tic

γ1(q1, q2) = q′1 kai γ2(q1, q2) = q′2. Dojèntwn dÔo f�sewn plhjusmoÔ C kai C ′, lème

ìti h C par�gei th C ′ mèsw thc sun�nthshc e = (u, υ) ∈ E kai sumbolÐzoume kai p�li

wc C
e→ C ′, e�n isqÔei mÐa ap� tic akìloujec dÔo peript¸seic:

PerÐptwsh 1 (mìno gi� aut  thn perÐptwsh, orÐzoume Cu ≡ C(u) oÔtwc ¸ste na apo-

fÔgoume ton uperbolikì arijmì parenjèsewn):

• f(C(u)) = f(C(υ)) = 0, pou eggu�tai ìti tìso o u ìso kai o υ eÐnai ètoimoi gia

allhlepÐdrash kat� th f�sh plhjusmoÔ C.

• C ′(u) = (γ1(q(C
u), q(Cυ)), lw(Cu), rw(Cu), lo(C

u), ro(C
u), som(Cυ)[. . . |lim(Cu)|],

som(Cυ)[|lim(Cu)|+ 1 . . .], lom(Cu), rom(Cu), 1),

• C ′(υ) = (γ2(q(C
u), q(Cυ)), lw(Cυ), rw(Cυ), lo(C

υ), ro(C
υ), som(Cu)[. . . |lim(Cυ)|],

som(Cu)[|lim(Cυ)|+ 1 . . .], lom(Cυ), rom(Cυ), 1) kai

• C ′(w) = C(w), ∀w ∈ V − {u, υ}.

PerÐptwsh 2:

• f(C(u)) = 1   f(C(υ)) = 1, pou shmaÐnei ìti toul�qiston ènac ek twn u kai υ

erg�zetai eswterik� kat� th f�sh plhjusmoÔ C kai
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• C ′(w) = C(w), ∀w ∈ V . Sthn perÐptwsh aut  de lamb�nei q¸ra kamÐa apotele-

smatik  allhlepÐdrash, epomènwc h f�sh plhjusmoÔ paramènei amet�blhth.

Genik�, lème ìti h C par�gei th C ′ kai gr�foume C → C ′ e�n C
e→ C ′ gia k�poia

e ∈ E (mèsw sun�nthshc)   C
u→ C ′ gia k�poion u ∈ V (mèsw met�bashc pr�ktora)

  kai ta dÔo. Oi orismoÐ thc prosbasimìthtac, thc ektèleshc, thc dikaiosÔnhc kai tou

upologismoÔ eÐnai Ðdioi me prin.

Upojètoume ìti to alf�bhto eisìdou X, to alf�bhto tainÐac Γ kai to sÔnolo kata-

st�sewn Q eÐnai ìla sÔnola twn opoÐwn o plhj�rijmoc eÐnai stajerìc kai anex�rthtoc

tou megèjouc tou plhjusmoÔ. Epomènwc, oi perigrafèc twn prwtokìllwn eÐnai kai ed¸

anexathtec tou megèjouc tou plhjusmoÔ kai to montèlo PM diathreÐ thn omoiomorfÐa.

Epiplèon, ta prwtìkolla PM eÐnai arqik� an¸numa (wstìso up�rqei �fjonoc q¸roc

stic tanÐec touc gia na dhmiourghjoÔn ekeÐ monadikoÐ prosdioristèc).

Oi orismoÐ pou aforoÔn stic anajèseic eisìdou 1 kai ston stajerì upologismì

paramènoun Ðdioi me ta prohgoÔmena kef�laia. Se ì, ti akoloujeÐ upojètoume ìti to

gr�fhma epikoinwnÐac eÐnai pl rec.

Orismìc 12. 'Estw PMSPACE(f(n)) h kl�sh twn kathgorhm�twn pou eÐnai sta-

jer� upologÐsima apì k�poio prwtìkollo PM pou qrhsimopoieÐ O(f(n)) q¸ro se k�je

pr�ktora (kai se k�je tainÐa tou).

Parat rhsh 6. 'Oloi oi pr�ktorec eÐnai tautìshmoi kai arqik� den èqoun monadikoÔc

prosdioristèc, epomènwc ta stajer� upologÐsima kathgor mata ap� to montèlo PM

prèpei na eÐnai summetrik�.

Sthn pragmatikìthta, parìti parèqoume genikoÔc orismoÔc, endiaferìmaste kurÐwc

gia thn kl�sh PLM ≡ PMSPACE(log n) kai kaloÔme èna prwtìkollo PALOMA

1Η υπόθεση ότι και εδώ η είσοδος σε κάθε πράκτορα είναι ένα μόνο σύμβολο έγινε χάριν ευκολίας
και χ.β.τ.γ. Ωστόσο, οι ορισμοί μας μπορούν εύκολα να τροποποιηθούν ούτως ώστε να επιτρέπεται
στους πράκτορες να λαμβάνουν ως είσοδο ολόκληρες συμβολοσειρές.
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e�n qrhsimopoieÐ p�nta q¸ro O(log n). To basikì mac apotèlesma se autì to kef�laio

eÐnai o akìloujoc akrib c qarakthrismìc gia thn PLM : h PLM eÐnai Ðsh me thn

SNSPACE(n log n). Sthn pragmatikìthta, h apìdeixh pou dÐnoume genikeÔei eÔkola

parèqontac ètsi ènan akrib  qarakthrismì gia thn PMSPACE(f(n)), ìtan f(n) =

Ω(log n): h PMSPACE(f(n)) eÐnai Ðsh me thn SNSPACE(nf(n)) (o teleutaÐoc

qarakthrismìc parousi�zetai sto epìmeno kef�laio).

4.2.1 DÔo ParadeÐgmata kai ènac Pr¸toc Egkleismìc

gia thn PLM

Pollaplasiasmìc Metablht¸n

Parousi�zoume t¸ra èna prwtìkollo PM pou upologÐzei stajer� to kathgìrhma

(Nc = Na · Nb) qrhsimopoi¸ntac O(log n) q¸ro (sto pl rec gr�fhma epikoinwnÐac n

kìmbwn), dhlad  ìloi oi pr�ktorec telik� diagign¸skoun e�n to pl joc twn c sthn

an�jesh eisìdou eÐnai to ginìmeno tou pl jouc twn a kai tou pl jouc twn b. DÐnoume

mÐa uyhloÔ epipèdou perigraf  tou prwtokìllou.

Arqik�, ìloi oi pr�ktorec èqoun grammèno sto pr¸to kelÐ twn taini¸n eisìdou touc

èna apì ta sÔmbola a, b kai c (sÔfwna me thn tim  pou aisj�njhke o kajènac). Dhlad ,

to alf�bhto eisìdou eÐnai X = {a, b, c}. K�je pr�ktorac pou lamb�nei thn eÐsodo a

phgaÐnei sthn kat�stash a kai gÐnetai ètoimoc gia allhlepÐdrash (jètei th shmaÐa

ergasÐac sthn tim  1). Oi pr�ktorec stic katast�seic a kai b den k�noun tÐpota ìtan

allhlepÐdroun me pr�ktorec stic katast�seic a kai b. 'Enac pr�ktorac sth c arqik�

dhmiourgeÐ sthn tainÐa ergasÐac treic duadikoÔc metrhtèc, ton a-metrht  pou metr�ei

to pl joc twn a, ton b-metrht  kai ton c-metrht , arqikopoieÐ touc a kai b metrhtèc

sthn tim  0, ton c-metrht  sthn tim  1 kai gÐnetai ètoimoc. 'Otan ènac pr�ktorac sthn

kat�stash a allhlepidr� me ènan pr�ktora sthn c, o a gÐnetai ā upodhl¸nontac ìti o
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pr�ktorac koim�tai kai o c k�nei ta akìlouja (sthn pragmatikìthta, upojètoume ìti o

c phgaÐnei se mÐa eidik  kat�stash ca kat� thn opoÐa jum�tai ìti èqei dei èna a kai ìti

ìla ta akìlouja ekteloÔntai eswterik�, met� thn allhlepÐdrash; telik�, o pr�ktorac

epanafèrei thn kat�stash tou sth c kai gÐnetai kai p�li ètoimoc gia allhlepÐdrash):

aux�nei ton a-metrht  kat� èna (sto duadikì), pollaplasi�zei touc a kai b metrhtèc, to

opoÐo mporeÐ na gÐnei sto duadikì se logarijmikì q¸ro (o duadikìc pollaplasiasmìc

an kei sthn LOGSPACE), sugkrÐnei to apotèlesma me ton c-metrht , antigr�fei to

apotèlesma thc sÔgkrishc sthn tainÐa exìdou, dhlad , 1 e�n  tan Ðsoi kai 0 diaforetik�

kai tèloc antigr�fei to apotèlesma thc sÔgkrishc kai touc treic metrhtèc sthn tainÐa

exerqomènwn mhnum�twn kai gÐnetai ètoimoc gia allhlepÐdrash. Parìmoia pr�gmata

sumbaÐnoun ìtan ènac b sunant�ei ènan c (antall�xte touc rìlouc twn a kai b sthn

parap�nw suz thsh). 'Otan èna c sunant�ei èna c, o apokrinìmenoc gÐnetai c̄ kai

antigr�fei sthn tainÐa exìdou tou to dufÐo exìdou pou perièqetai sto m numa tou

muht . O muht c paramènei sthn c, prosjètei ton a-metrht  pou perièqetai sto m numa

tou apokrinìmenou ston dikì tou a-metrht , touc b kai c metrhtèc tou mhnÔmatoc stouc

b kai c metrhtèc tou, antÐstoiqa, pollaplasi�zei kai p�li touc ananewmènouc a kai b

metrhtèc, sugkrÐnei to apotèlesma me ton ananewmèno tou c-metrht , apojhkeÔei to

apotèlesma thc sÔgkrishc stic tainÐec exìdou kai exerqomènwn mhnum�twn, antigr�fei

touc metrhtèc sthn tainÐa exerqomènwn mhnum�twn kai gÐnetai kai p�li ètoimoc. 'Otan

ènac ā, b̄   c̄ sunant sei ènan c apl¸c antigr�fei sthn tainÐa exìdou tou to dufÐo

exìdou pou perilamb�netai sto exerqìmeno m numa tou c kai gÐnetai kai p�li ètoimoc

(p.q. o ā paramènei ā), en¸ o c den k�nei tÐpota.

Parathr ste ìti to pl joc twn c eÐnai to polÔ n pr�gma pou shmaÐnei ìti o c-

metrht c ja èqei m koc to polÔ dlog ne dufÐa kai to Ðdio isqÔei gia touc a kai b

metrhtèc, epomènwc O(log n) apaiteÐtai se k�je tainÐa.

Je¸rhma 23. To parap�nw prwtìkollo PM upologÐzei stajer� to kathgìrhma

(Nc = Na ·Nb) qrhsimopoi¸ntac q¸ro O(log n).
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Apìdeixh. DojeÐshc mÐac dÐkaihc ektèleshc, telik� mìno ènac pr�ktorac ja parameÐnei

sthn kat�stash c, o a-metrht c tou ja perièqei to sunolikì pl joc twn a, o b-metrht c

tou to sunolikì pl joc twn b kai o c-metrht c tou to sunolikì pl joc twn c. Ekte-

l¸ntac ton pollaplasiasmì twn a kai b metrht¸n kai sugkrÐnontac to apotèlesma me

ton c-metrht  ja apofasÐsei swst� e�n to Nc = Na ·Nb isqÔei kai ja apojhkeÔsei to

swstì apotèlesma (0   1) stic tainÐec exìdou kai exerqomènwn mhnum�twn. Sto shmeÐo

autì ìloi oi upìloipoi pr�ktorec ja brÐskontai se mÐa apì tic katast�seic ā, b̄, kai c̄.

'Oloi autoÐ, kai p�li lìgw dikaiosÔnhc, ja sunant soun ton monadikì pr�ktora pou

brÐsketai sthn kat�stash c kai ja antigr�youn to dufÐo exìdou tou pou eÐnai kai to

swstì (to opoÐo fusik� ja broun sto m numa pou lamb�noun ap� ton c) stic tainÐec

exìdou touc. Epomènwc, telik� ìloi oi pr�ktorec ja d¸soun wc èxodo thn swst  tim 

gia to kathgìrhma, èqontac qrhsimopoi sei O(log n) mn mh.

Pìrisma 5. H SEM eÐnai gn sio uposÔnolo thc PLM .

Apìdeixh. Ta prwtìkolla PALOMA prosomoi¸noun ta PP kai (Nc = Na · Nb) ∈

PLM , to opoÐo den eÐnai hmigrammikì.

DÔnamh tou 2

Ed¸ parousi�zoume èna prwtìkollo PM pou, qrhsimopoi¸ntac kai autì O(log n)

q¸ro, upologÐzei stajer� to kathgìrhma (N1 = 2t), ìpou t ∈ Z≥0, dhlad  ìloi oi

pr�ktorec apofasÐzoun telik� e�n to pl joc twn 1 sthn an�jesh eisìdou eÐnai k�poia

dÔnamh tou 2.

To alf�bhto eisìdou eÐnai Q = {0, 1}. 'Osoi pr�ktorec lamb�noun thn eÐsodo 1

dhmiourgoÔn èna duadikì 1-metrht  sthn tainÐa ergasÐac kai ton arqikopoioÔn sthn

tim  1. Epiprìsjeta, dhmiourgoÔn èna tm ma next pow of2 kai to jètoun sthn tim 

2. Tèloc, gr�foun 1 (to opoÐo ermhneÔetai wc ��alhjèc��) sthn tainÐa exìdou touc kai

antigr�foun ton 1-metrht  kai to exerqìmeno dufÐo sthn tainÐa exerqomènwn mhnum�twn

107



prwtoÔ per�soun sthn kat�stash 1 kai gÐnoun ètoimoi. Oi pr�ktorec sthn kat�stash

0 den k�noun tÐpota ìtan allhlepidroÔn metaxÔ touc. 'Otan ènac pr�ktorac sthn 0

allhlepidr�sei me ènan sthn 1, tìte o 0 apl¸c antigr�fei to dufÐo exìdou tou 1.

'Otan dÔo pr�ktorec sthn 1 allhlepidr�soun, tìte lamb�noun q¸ra ta akìlouja: o

muht c jètei ton 1-metrht  tou sto �jroisma tou 1-metrht  tou apokrinìmenou kai

tou dikoÔ tou 1-metrht  kai sugkrÐnei thn ananewmènh tim  me to next pow of2. E�n

eÐnai mikrìterh ap� to next pow of2 tìte gr�fei 0 sthn tainÐa exìdou. E�n eÐnai Ðsh

me next pow of2 jètei to next pow of2 se 2 · next pow of2 kai to dufÐo exìdou

sthn tim  1. E�n eÐnai megalÔterh apì next pow of2, tìte arqÐzei na diplasi�zei to

next pow of2 èwc ìtou ikanopoihjeÐ h 1-metrht c ≥ next pow of2. E�n ikanopoihjeÐ

me isìthta, tìte diplasi�zei to next pow of2 akìma mÐa for� kai gr�fei 1 sthn tainÐa

exìdou. Diaforetik�, apl¸c gr�fei 0 sthn tainÐa exìdou. MÐa enallaktik  ulopoÐhsh

ja  tan na apostèloume ta tm mata next pow of2 mèsw mhnum�twn kai na k�noume ton

muht  na jètei to next pow of2 sto mègisto metaxÔ tou dikoÔ tou next pow of2 kai

tou apokrinìmenou. Sthn perÐptwsh aut  ja qreiazìtan to polÔ ènac diplasiasmìc.

Tèloc, kai stic dÔo ulopoi seic, o muht c antigr�fei to dufÐo exìdou kai ton 1-metrht 

sthn tainÐa exerqomènwn mhnum�twn (sth deÔterh ulopoÐhsh ja antègrafe epÐshc kai

to next pow of2), paramènei sthn kat�stash 1 kai gÐnetai ètoimoc. O apokrinìmenoc

apl¸c phgaÐnei sthn kat�stash 1̄ kai gÐnetai ètoimoc. 'Enac pr�ktorac sthn 1̄ den

k�nei tÐpota ìtan allhlepidr� me ènan pr�ktora sthn 0 kai antistrìfwc. 'Otan ènac

pr�ktorac sthn 1̄ allhlepidr� me ènan pr�ktora sthn 1, tìte o 1̄ apl¸c antigr�fei to

dufÐo exìdou tou 1.

Parathr ste ìti to next pow of2 mporeÐ na gÐnei to polÔ dÔo forèc to pl joc

twn 1 sthn an�jesh eisìdou kai to teleutaÐo eÐnai to polÔ n. Epomènwc, apaiteÐ to

polÔ dlog 2ne dufÐa mn mhc. Se k�je perÐptwsh, mporoÔme na kajuster soume ton

pollaplasiasmì mèqri na emfanisteÐ akìma èna 1 opìte kai qreiazìmaste dlog ne dufÐa
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gia thn apoj keush tou next pow of2 (de ja pragmatopoihjeÐ o teleutaÐoc perittìc

pollaplasiasmìc).

4.3 Anajètontac MonadikoÔc Prosdioristèc

me EpanekkÐnhsh tou UpologismoÔ

Sthn enìthta aut , pr¸ta apodeiknÔoume ìti ta prwtìkolla PM mporoÔn na u-

pojètoun thn Ôparxh monadik¸n diadoqik¸n prosdiorist¸n kai gn¸sh tou megèjouc

tou plhjusmoÔ me O(log n) qwrikì kìstoc (Je¸rhma 24). Sugkekrimèna, parousi�-

zoume èna prwtìkollo PM pou anajètei monadikoÔc diadoqikoÔc prosdioristèc stouc

pr�ktorec kai touc plhroforeÐ gia to mègejoc tou plhjusmoÔ qrhsimopoi¸ntac mìno

O(log n) mn mh, qwrÐc na upojètei opoiad pote arqik  gn¸sh gia kanèna apì aut�.

DeÐqnoume ìti to prwtìkollo autì mporeÐ na prosomoi¸sei opoiod pote prwtìkollo

PM pou upojètei thn Ôparxh aut¸n twn prosdiorist¸n kai pou gnwrÐzei to mègejoc

tou plhjusmoÔ. Sto tèloc thc enìthtac, ekmetalleuìmaste autì to apotèlesma gia

na deÐxoume ìti SSPACE(n log n) ⊆ PLM .

Orismìc 13. 'Estw PMP (to epiplèon �P� ekfr�zei touc ��Prosdioristèc��) h epèkta-

sh tou montèlou PM sto opoÐo oi pr�ktorec èqoun epiplèon touc monadikoÔc prosdiori-

stèc {0, 1, . . . , n−1} kai sto opoÐo k�je pr�ktorac gnwrÐzei to mègejoc tou plhjusmoÔ

(autèc eÐnai plhroforÐec mìno gia an�gnwsh pou apojhkeÔontai se mÐa xeqwrist  tainÐa

an�gnwshc).

Orismìc 14. 'Estw IPMSPACE(f(n)) h kl�sh twn kathgorhm�twn pou eÐnai

stajer� upologÐsima apì k�poio prwtìkollo PMP pou qrhsimopoieÐ O(f(n)) q¸ro

se k�je pr�ktora (kai se ìlec tic tainÐec touc, qwrÐc na lamb�netai up� ìyin o q¸roc

thc xeqwrist c tainÐac an�gnwshc) kai èstw SIPMSPACE(f(n)) h summetrik  u-
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pokl�sh thc. 'Omoia me thn PLM orÐzoume tic IPLM ≡ IPMSPACE(log n) kai

SIPLM ≡ SIPMSPACE(log n).

Jewr ste opoiod pote p ∈ SIPLM . 'Estw A to prwtìkollo PMP pou to u-

pologÐzei stajer� se q¸ro O(log n). Ja parousi�soume èna prwtìkollo PM I pou

perièqei to A san uporoutÐna kai to opoÐo upologÐzei stajer� to p qrhsimopoi¸ntac

epÐshc q¸ro O(log n). To I ekteleÐtai p�nta kai h doulei� tou eÐnai na anajèsei mo-

nadikoÔc prosdioristèc stouc pr�ktorec, na touc plhrofor sei gia to mègejoc tou

plhjusmoÔ kai na elègqei thn ektèlesh tou A (p.q. thn epanekkineÐ e�n qrei�zetai).

To A, ìtan to I to af nei na ektelesteÐ, apl¸c diab�zei touc monadikoÔc prosdiori-

stèc kai to mègejoc tou plhjusmoÔ pou parèqetai apì to I kai ekteleÐtai fusiologik�.

Pr¸ta parousi�zoume to I kai en suneqeÐa apodeiknÔoume ìti telik� anajètei mona-

dikoÔc prodioristèc, enhmer¸nei touc pr�ktorec gia to mègejoc tou plhjusmoÔ kai

ìtan aut  h diadikasÐa oloklhrwjeÐ epituq¸c epanekkineÐ thn ektèlesh tou A se ì-

louc touc pr�ktorec qwrÐc na epitrèpei stouc pr�ktorec pou den èqoun epanekkinhjeÐ

na epikoinwnoÔn me autoÔc pou èqoun epanekkinhjeÐ. Epomènwc, k�poia stigm , to A

ja arqÐsei na ekteleÐtai diab�zontac touc swstoÔc monadikoÔc prosdioristèc kai to

swstì mègejoc tou plhjusmoÔ (ta opoÐa parèqontai apì to I), ja ektelesteÐ swst�

kai ja upologÐsei stajer� to p.

ArqÐzoume perigr�fontac tic metablhtèc tou I. H id eÐnai h metablht  pou apo-

jhkeÔei ton monadikì prosdiorist  tou pr�ktora (apì thn opoÐa to A diab�zei touc

prosdioristèc twn praktìrwn), h sid eÐnai h metablht  pou apojhkeÔei ton prosdiori-

st  pou o pr�ktorac gr�fei sthn tainÐa exerqomènwn mhnum�twn oÔtwc ¸ste na ton

aposteÐlei kai h rid h metablht  pou apojhkeÔei ton prosdiorist  pou o pr�ktorac

lamb�nei mèsw allhlepÐdrashc. JumhjeÐte th sÔmbash tou montèlou pou lèei ìti ìlec

oi metablhtèc pou qrhsimopoioÔntai gia thn apostol  dedomènwn, ìpwc h sid, diath-

roÔn thn tim  touc se mellontikèc allhlepidr�seic ektìc kai an tropopoihjoÔn apì ton
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pr�ktora. Arqik�, id = sid = 0 gia ìlouc touc pr�ktorec. 'Oloi oi pr�ktorec èqoun

mÐa metablht  efedreÐac eisìdou binput thn opoÐa jètoun arqik� sto sÔmbolo eisìdou

touc kai thn k�noun mìno gia an�gnwsh. Epomènwc, k�je pr�ktorac èqei p�nta dia-

jèsimh thn eÐsodì tou mèsw thc binput akìma kai an o upologismìc èqei proqwr sei.

H working anaparist� to tm ma thc tainÐac ergasÐac pou to A qrhsimopoieÐ gia ton

upologismì tou kai h output anaparist� ta perieqìmena thc tainÐac exìdou. H initiator

eÐnai mÐa duadik  shmaÐa pou met� apì k�je allhlepÐdrash gÐnetai alhj c e�n o pr�-

ktorac  tan o muht c thc allhlepÐdrashc kai yeud c diaforetik� (autì ulopoieÐtai

eÔkola me qr sh thc exwterik c sun�rthshc metab�sewn). H ps eÐnai h metablht  pou

apojhkeÔei to mègejoc tou plhjusmoÔ, h sps qrhsimopoieÐtai gia thn topojèths  tou

se exerqìmeno m numa kai h rps anaparist� to mègejoc tou plhjusmoÔ pou perièqetai

se eiserqìmeno m numa. Arqik�, ps = sps = 0.

Perigr�foume t¸ra th leitourgikìthta tou I. 'Opote allhlepidr� èna zeÔgoc pra-

ktìrwn oi opoÐoi diajètoun ton Ðdio anagnwrist , o muht c aux�nei ton anagnwrist  tou

kat� èna kai anane¸noun kai oi dÔo to mègejoc tou plhjusmoÔ pou gnwrÐzoun ston me-

galÔtero prosdiorist  sun èna. 'Opote dÔo pr�ktorec me diaforetikoÔc prosdioristèc

kai megèjh plhjusmoÔ allhlepidroÔn, anane¸noun ta megèjh plhjusmoÔ sto megalÔ-

tero. Epomènwc, to swstì mègejoc (megalÔteroc prosdiorist c sun èna) diadÐdetai se

ìlouc touc pr�ktorec. Kai oi dÔo allhlepidr�seic pou perigr�yame epanekkinoÔn touc

pr�ktorec pou summetèqoun sthn allhlepÐdrash (epanafèroun thn eÐsodo kai diagr�-

foun ìla ta dedomèna pou par qjhsan ap� thn uporoutÐna A, qwrÐc na tropopoioÔn

touc prosdioristèc kai ta megèjh plhjusmoÔ). To A ekteleÐtai (wc uporoutÐna) ìtan

allhlepidroÔn dÔo pr�ktorec me diaforetikoÔc prosdioristèc kai Ðdia megèjh plhju-

smoÔ kai qrhsimopoieÐ ta dedomèna pou parèqontai apì to I.
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Prwtìkollo 3 I

1: e�n rid == id tìte // dÔo pr�ktorec me Ðdiouc prosdioristèc allhlepidroÔn

2: e�n initiator == 1 tìte // o muht c

3: id← id + 1, sid← id // aux�nei ton prosdiorist  tou kat� èna kai ton

gr�fei sthn tainÐa exerqomènwn mhnum�twn

4: ps ← id + 1, sps ← ps // jètei to mègejoc tou plhjusmoÔ ston anane-

wmèno prosdiorist  sun èna

5: alli¸c // o apokrinìmenoc

6: ps← id + 2, sps← ps

7: tèloc e�n

8: // kai oi dÔo kajarÐzoun to tm ma ergasÐac kai antigr�foun se autì to sÔm-

bolo eisìdou touc

9: // kajarÐzoun epÐshc thn tainÐa exìdou

10: working ← binput, output← ∅

11: alli¸c // dÔo pr�ktorec me diaforetikoÔc prosdioristèc allhlepidroÔn

12: e�n rps > ps tìte // autìc pou xèrei èna xeperasmèno mègejoc plhjusmoÔ

13: working ← binput, output← ∅ // epanekkineÐtai

14: ps ← rps, sps ← ps // kai anane¸nei to mègejoc plhjusmoÔ tou sthn

megalÔterh tim 

15: alli¸c e�n rps == ps tìte // xèroun to Ðdio mègejoc plhjusmoÔ

16: // epomènwc epanekkinoÔntai kai oi dÔo kai mporoÔn plèon na ektelèsoun

to A

17: ektèlese to A gia 1 b ma

18: tèloc e�n

19: tèloc e�n

L mma 8. (i) To I anajètei touc prosdioristèc {0, 1, . . . , n−1} se peperasmèno arij-
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mì bhm�twn. (ii) H diadikasÐa an�jeshc prosdiorist¸n telei¸nei me mÐa allhlepÐdrash

(u, υ) dÔo praktìrwn u kai υ pou kai oi dÔo èqoun ton prosdiorist  n− 2. (iii) Aut 

eÐnai h teleutaÐa allhlepÐdrash pou tropopoieÐ ton prosdiorist  k�poiou pr�ktora. (iv)

'Otan l�bei q¸ra aut  h allhlepÐdrash, o u kai o υ gnwrÐzoun to n kai ìloi oi upìloipoi

pr�ktorec gnwrÐzoun èna mègejoc plhjusmoÔ pou eÐnai austhr� mikrìtero ap� to n.

Apìdeixh. (i) Arqik� ìloi oi pr�ktorec èqoun ton prosdiorist  0. O prosdiorist c

k�je pr�ktora mporeÐ mìno na auxhjeÐ. Epiplèon, ènac prosdiorist c pou èqei emfa-

nisteÐ ston plhjusmì de mporeÐ potè na exaleifjeÐ pl rwc (mporeÐ mìno na auxhjeÐ

ìtan sÐgoura up�rqei kai se �llo pr�ktora). 'Oso o prosdiorist c n − 1 den èqei

emfanisteÐ, apì thn arq  tou perister¸na, ja up�rqoun toul�qiston dÔo pr�ktorec me

ton Ðdio prosdiorist . Epomènwc, telik� lìgw thc dikaiosÔnhc, dÔo tètoioi pr�ktorec

ja allhlepidr�soun kai ènac ap� autoÔc ja aux sei ton prosdiorist  tou kat� èna.

Xek�jara, h parap�nw diadikasÐa ja prèpei na oloklhrwjeÐ se peperasmèno arijmì

bhm�twn me èna pr�ktora na èqei ton prosdiorist  n − 1. 'Otan autì sumbeÐ, stouc

pr�ktorec èqoun anatejeÐ oi monadikoÐ prosdioristèc {0, 1, . . . , n − 1}. E�n ìqi, tì-

te toul�qiston ènac prosdiorist c i < n − 1 ja leÐpei ap� ton plhjusmì. 'Omwc o

i ja èprepe na èqei emfanisteÐ, diaforetik� de ja mporoÔse na èqei dhmiourghjeÐ o

n− 1. Autì ìmwc eÐnai �topo, diìti ap� th stigm  pou emfanÐzetai ènac prosdiorist c

de mporeÐ potè na exaleifjeÐ pl rwc.

(ii) 'Estw ìti den isqÔei. Tìte ja prèpei na telei¸nei me k�poia allhlepÐdrash

metaxÔ dÔo praktìrwn u kai υ pou kai oi dÔo èqoun ton Ðdio prosdiorist  i < n − 2.

Met� thn allhlepÐdrash, o u èqei ton prosdiorist  i + 1, o υ ton i, kai genik� oi

pr�ktorec èqoun touc monadikoÔc prosdioristèc {0, 1, . . . , n − 1}. Autì sunep�getai

ìti o prosdiorist c i + 1 den up rqe ston plhjusmì prin thn allhlepÐdrash. 'Omwc

gia na up�rqei o n− 1 ja prèpei na isqÔei ìti o i + 1 < n− 1 eÐqe emfanisteÐ k�poia

stigm . 'Omwc tìte de ja mporoÔse na èqei exaleifjeÐ pl rwc, �ra �topo.
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(iii) Amèswc mìlic èqoun anatejeÐ oi monadikoÐ diadoqikoÐ prosdioristèc

{0, 1, . . . , n− 1}, ìloi oi pr�ktorec èqoun diaforetikoÔc prosdioristèc. Oi prosdiori-

stèc tropopoioÔntai mìno ìtan allhlepidroÔn pr�ktorec me touc Ðdiouc prosdioristèc.

Epomènwc, kanènac pr�ktorac de ja tropopoi sei ton prosdiorist  tou se kanèna ap�

ta metèpeita b mata.

(iv) O u kai o υ profan¸c gnwrÐzoun to n met� thn allhlepÐdras  touc (pou

termatÐzei th diadikasÐa an�jeshc prosdiorist¸n), epeid  o u, pou jètei id = n − 1,

jètei thn ps sthn tim  id + 1 kai o υ pou diathreÐ ton prosdiorist  tou (dhlad 

suneqÐzei na èqei id = n − 2), jètei ps = id + 2. Thn Ðdia stigm , gia ìlouc touc

�llouc pr�ktorec w ∈ V − {u, υ}, isqÔei ìti h ps metablhtèc touc perièqoun mÐa tim 

mikrìterh tou n, epeid  an den Ðsque autì tìte ja èprepe na up�rqei k�poioc pr�ktorac

diaforetikìc tou u me prosdiorist  n−1 to opoÐo eÐnai adÔnaton (lìgw thc orjìthtac

thc diadikasÐac an�jeshc prosdiorist¸n).

L mma 9. AfoÔ sumbeÐ h teleutaÐa tropopoÐhsh k�poiou prosdiorist  (mèsw k�poiac

allhlepÐdrashc (u, υ)), ìloi oi pr�ktorac ja plhroforhjoÔn telik� gia to pragmatikì

mègejoc tou plhjusmoÔ kai ìpote k�poioc pr�ktorac i, pou gnwrÐzei to pragmatikì

mègejoc tou plhjusmoÔ, diadÐdei to mègejoc tou plhjusmoÔ se k�poion pr�ktora j, o

j epanekkineÐtai kai de mporeÐ na epanekkinhjeÐ xan� sto mèllon.

Apìdeixh. SÔmfwna me to Prwtìkollo 3, afoÔ l�bei q¸ra h teleutaÐa tropopoÐhsh

prosdiorist , ìpote ènac pr�ktorac j allhlepidr� me ènan pr�ktora k pou gnwrÐzei

èna megalÔtero mègejoc plhjusmoÔ, o j anane¸nei to dikì tou mègejoc plhjusmoÔ

sthn tim  tou k kai epanekkineÐtai, dhlad  epanafèrei ta tm mata ergasÐac tou A sto

antÐstoiqo sÔmbolo eisìdou (ektel¸ntac working ← binput) kai kajarÐzei thn tainÐa

exìdou (sumbolÐzetai wc output ← ∅ ston k¸dika). Me ton trìpo autì to megalÔte-

ro mègejoc plhjusmoÔ diadÐdetai se ìlouc touc pr�ktorec. AfoÔ plèon oi monadikoÐ

prosdioristèc de mporoÔn na tropopoihjoÔn, de mporeÐ na tropopoihjeÐ oÔte to mega-
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lÔtero mègejoc plhjusmoÔ, afoÔ autì tropopoieÐtai mìno mèsw aÔxhshc prosdiorist .

Kat� sunèpeia, ènac pr�ktorac pou gnwrÐzei to pragmatikì mègejoc tou plhjusmoÔ

de mporeÐ na epanekkinhjeÐ xan�. Epomènwc, ìtan ènac pr�ktorac j, pou de gnwrÐzei to

pragmatikì mègejoc tou plhjusmoÔ (�ra, lìgw tou L mmatoc 8, gnwrÐzei mÐa austhr�

mikrìterh tim ), allhlepidr� me k�poion pr�ktora i pou xèrei thn pragmatik  tim ,

tìte o j plhroforeÐtai gia to pragmatikì mègejoc plhjusmoÔ kai epanekkineÐtai gia

teleutaÐa for�.

Sto akìloujo L mma, kaloÔme mÐa allhlepÐdrash apotelesmatik  e�n to prwtì-

kollo A ekteleÐtai se toul�qiston ènan ap� touc summetèqontec pr�ktorec. Epiplèon,

kaloÔme ènan pr�ktora telik c epanekkÐnhshc e�n èqei epanekkinhjeÐ gia teleutaÐa

for�.

L mma 10. AfoÔ èqoun anatejeÐ oi diadoqikoÐ monadikoÐ prosdioristèc {0, 1, . . . , n−

1}, oi pr�ktorec telik c epanekkÐnhshc èqoun apotelesmatikèc allhlepidr�seic metaxÔ

touc, en¸ oi allhlepidr�seic touc me touc upìloipouc pr�ktorec eÐnai anapotelesmatikèc.

Apìdeixh. AfoÔ èqoun anatejeÐ oi diadoqikoÐ monadikoÐ prosdioristèc, eÐnai san o plh-

jusmìc na eÐnai diaqwrismènoc se dÔo kl�seic, thn kl�sh FR twn praktìrwn telik c

epanekkÐnhshc pou epiprìsjeta gnwrÐzoun to pragmatikì mègejoc plhjusmoÔ kai thn

kl�sh NFR twn upoloÐpwn praktìrwn. Arqik� (akrib¸c mìlic oloklhrwjeÐ h an�je-

sh twn prosdiorist¸n) èqoume ìti FR = {n− 2, n− 1} kai NFR = {0, 1, . . . , n− 3},

dhlad  ìloi oi pr�ktorec ektìc twn n− 1 kai n− 2, pou xèroun to pragmatikì mège-

joc plhjusmoÔ, de jewroÔntai wc telik c epanekkÐnhshc. 'Enac pr�ktorac i ∈ NFR

metakineÐtai sthn kl�sh FR ann allhlepidr�sei me ènan pr�ktora thc FR. Aut  h

allhlepÐdrash epanekkineÐ ton i gia teleutaÐa for�, ìpwc deÐxame sto L mma 9, kai

tou koinopoieÐ to pragmatikì mègejoc plhjusmoÔ. Epomènwc kamÐa allhlepÐdrash me-

taxÔ praktìrwn diaforetik¸n kl�sewn de mporeÐ na eÐnai apotelesmatik . OmoÐwc,
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parathr¸ntac to Prwtìkollo 3, eÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti oi pr�ktorec thc FR

èqoun metaxÔ touc apotelesmatikèc allhlepidr�seic.

EÔkola parathreÐ kaneÐc ìti to I, pèra ap� to na kaleÐ to A, to mìno pou k�nei

eÐnai k�poiec sugkrÐseic kai anajèseic tim¸n se metablhtèc, leitourgÐec oi opoÐec de

mporoÔn na odhg soun se atèrmona brìqo. 'Omwc, ìso den èqoun akìma anatejeÐ oi

swstoÐ prosdioristèc stouc pr�ktorec, k�poioi allhlepidr¸ntec pr�ktorec mporeÐ na

diathroÔn mh sumbat� dedomèna, gegonìc to opoÐo mporeÐ na odhg sei thn uporoutÐna

A se k�poio atèrmona brìqo. An autì Ðsque, ja kajistoÔse adÔnath thn epanekkÐnhsh

tou antÐstoiqou pr�ktora kai prèpei na bebaiwjoÔme ìti den up�rqei tètoia perÐptwsh.

L mma 11. Kanènac pr�ktorac den egklwbÐzetai se atèrmona brìqo.

Apìdeixh. ExasfalÐzetai apì to gegonìc ìti to A ekteleÐtai p�nta gia èna mìno b ma.

L mma 12. Dojèntoc ìti h ektèlesh tou I eÐnai dÐkaih, to Ðdio isqÔei kai gia thn

ektèlesh tou A.

Apìdeixh. Lìgw tou gegonìtoc ìti oi diadikasÐec an�jeshc prosdiorist¸n kai di�doshc

tou meg�jouc tou plhjusmoÔ oloklhr¸nontai se peperasmèno arijmì bhm�twn, arkeÐ na

melet soume th dikaiosÔnh thc ektèleshc touA met� thn olokl rws  touc. MporoÔme

na jewr soume ìti h kat�stash k�je pr�ktora apoteleÐtai apì mÐa I-uposunist¸sa

kai mÐa A-uposunist¸sa me profan  perieqìmena. SumbolÐzoume me CA th monadik 

upof�sh thc C pou apoteleÐtai mìno apì tic A-uposunist¸sec ìlwn twn praktìrwn.

Parathr ste ìti k�poia CA mporeÐ na antistoiqeÐ se pollèc uperf�seic C. Upojèste

ìti CA → C ′
A kai ìti h CA emfanÐzetai �peiro arijmì for¸n (afoÔ ed¸ jewroÔme f�-

seic tou A, autì to �→� anafèretai se èna b ma thc ektèleshc tou A). To CA → C ′
A

sunep�getai ìti up�rqoun uperf�seic C, C ′ twn CA, C ′
A, antistoÐqwc, t.¸. C → C ′

(mèsw enìc b matoc tou A sthn perÐptwsh pou CA 6= C ′
A). Lìgw thc dikaiosÔnhc tou
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I, e�n h C emfanÐzetai �peiro arijmì for¸n, tìte to Ðdio ja prèpei na isqÔei gia ìlec

tic uperf�seic thc. H sullogistik  èqei wc ex c. 'Olec autèc oi uperf�seic diafèroun

mìno stic I-uposunist¸sec, dhlad  diafèroun mìno se k�poiouc elègqouc metablht¸n

pou pragmatopoioÔntai apì to I (to I den k�nei tÐpota �llo met� to pèrac thc diadika-

sÐac an�jeshc prosdiorist¸n). 'Omwc ìlec touc eÐnai prosb�simec apì kai mporoÔn na

ft�soun se mÐa uperf�sh thc CA kat� thn opoÐa den pragmatopoieÐtai kanènac èlegqoc

metablht¸n apì to I, epomènwc exart¸ntai mìno ap� to poioi pr�ktorec epilègontai

gia allhlepÐdrash kai eÐnai ìlec prasb�simec metaxÔ touc. AfoÔ toul�qiston mÐa ex�

aut¸n emfanÐzetai �peiro arijmì for¸n, lìgw thc dikaiosÔnhc thc ektèleshc tou I,

ja prèpei ìlec touc na emfanÐzontai �peiro arijmì for¸n gegonìc pou oloklhr¸nei

thn apìdeixh.

Sundu�zontac ta parap�nw l mmata mporoÔme na apodeÐxoume to akìloujo:

Je¸rhma 24. PLM = SIPLM .

Apìdeixh. H PLM ⊆ SIPLM eÐnai tetrimmènh, epomènwc arkeÐ na d.ì. SIPLM ⊆

PLM . Gia k�je p ∈ SIPLM , èstw A to PMP prwtìkollo pou to upologÐzei sta-

jer� se q¸ro O(log n). DeÐxame prohgoumènwc ìti up�rqei èna prwtìkollo PM I,

pou perièqei to A wc uporoutÐna (blèpe Prwtìkollo 3), to opoÐo anajètei touc dia-

doqikoÔc monadikoÔc prosdioristèc {0, 1, . . . , n − 1} stouc pr�ktorec (L mma 8) kai

touc plhroforeÐ gia to pragmatikì mègejoc tou plhjusmoÔ (L mma 9). 'Ustera k�je

pr�ktorac pou majaÐnei to pragmatikì mègejoc plhjusmoÔ allhlepidr¸ntac me k�poion

pou  dh to gnwrÐzei gÐnetai telik c epanekkÐnhshc, upì thn ènnoia ìti arqÐzei na ekte-

leÐ to A ap� thn arq  kai de mporeÐ na epanekkinhjeÐ se mellontik� b mata (L mma 9).

Kat� th di�rkeia aut c thc diadikasÐac di�doshc, to I den epitrèpei se pr�ktorec mh

telik c epanekkÐnhshc, pou pijanìn perièqoun aparqaiwmènec plhroforÐec, na èqoun

k�poia apotelesmatik  allhlepÐdrash me pr�ktorec telik c epanekkÐnhshc (L mma 10).

Epiplèon, lìgw thc diakoptìmenhc ektèleshc tou A, kaneÐc pr�ktorac de mporeÐ na
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meÐnei potè apasqolhmènoc gia �peiro arijmì bhm�twn, epomènwc, exasfalÐzetai ìti oi

epanekkin seic mporoÔn p�nta na efarmostoÔn (L mma 11). Tèloc, dedomènou ìti h

ektèlesh tou I eÐnai dÐkaih, to Ðdio isqÔei kai gia thn ektèlesh tou A pou prosomoi¸-

netai ap� to I (L mma 12). To I qrhsimopoieÐ O(log n) mn mh gia thn ektèlesh tou A

kai O(log n) mn mh gia na apojhkeÔei touc monadikoÔc prosdioristèc kai to mègejoc

tou plhjusmoÔ, epomènwc O(log n) sunolik�. AfoÔ to A upologÐzei stajer� to p,

to Ðdio isqÔei kai gia to I pou prosomoi¸nei swst� to A kai ètsi oloklhr¸netai h

apìdeixh.

DeÐqnoume t¸ra ìti k�je summetrikì kathgìrhma sthn SPACE(n log n) an kei

epÐshc sthn SIPLM .

Je¸rhma 25. H SSPACE(n log n) eÐnai uposÔnolo thc SIPLM .

Apodeiktik  Idèa. To montèlo PMP qrei�zetai q¸ro O(log n) gia na prosomoi¸sei mÐa

aitiokratik  TMM q¸rou O(log n). Diaisjhtik�, oi pr�ktorec organ¸nontai se mÐa

eujeÐa, kat� tètoio trìpo pou diadoqikoÐ pr�ktorec èqoun diadoqikoÔc prosdioristèc,

kai èna koupìni prosomoÐwshc kajorÐzei ton pr�ktora pou eÐnai upeÔjunoc gia thn pro-

somoÐwsh. Kaj¸c o pr�ktorac u ekteleÐ thn prosomoÐwsh, k�je kÐnhsh thc kefal c

tainÐac thc M antistoiqeÐ sto pèrasma tou kouponioÔ prosomoÐwshc se k�poion ap�

touc geitonikoÔc pr�ktorec. Me ton trìpo autì, h kefal  tainÐac thcM tropopoieÐ

tic tainÐec twn praktìrwn tmhmatik�.

Apìdeixh. 'Estw p : X∗ → {0, 1} opoiod pote kathgìrhma sthn SSPACE(n log n)

kai M h aitiokratik  TM pou to diagign¸skei qrhsimopoi¸ntac q¸ro O(n log n).

Kataskeu�zoume èna prwtìkollo PMP A pou upologÐzei stajer� to p. 'Estw x

opoiad pote an�jesh eisìdou sto X∗. K�je pr�ktorac lamb�nei to sÔmbolo eisìdou

tou sÔmfwna me thn x (dhlad  o u lamb�nei to sÔmbolo x(u)). Oi pr�ktorec èqoun touc

monadikoÔc prosdioristèc {0, 1, . . . , n−1} kai gnwrÐzoun to mègejoc tou plhjusmoÔ n.
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Epiplèon, q�rin eukolÐac upojètoume ìti oi pr�ktorec eÐnai efodiasmènoi me mÐa epiplèon

tainÐa, thn tainÐa prosomoÐwshc pou qrhsimopoieÐtai kat� th di�rkeia thc prosomoÐwshc.

O pr�ktorac pou èqei ton monadikì prosdiorist  0 arqÐzei na prosomoi¸nei thnM.

Genik�, upojèste ìti h prosomoÐwsh ekteleÐtai sto trèqon b ma apì k�poion pr�-

ktora u pou èqei ton prosdiorist  iu. O pr�ktorac u qrhsimopoieÐ thn tainÐa proso-

moÐwshc pou diajètei gia na gr�fei sÔmbola sÔmfwna me th sun�rthsh metab�sewn

thc M. K�je for� pou h kefal  thc M kineÐtai dexi�, o u metakineÐ thn kefal 

thc tainÐac prosomoÐwshc èna b ma proc ta dexi�, paÔei thn prosomoÐwsh, gr�fei thn

trèqousa kat�stash thc M sthn tainÐa exerqomènwn mhnum�twn kai metabib�zei thn

prosomoÐwsh ston pr�ktora v pou èqei ton prosdiorist  iv = (iu + 1) mod n. K�je

for� pou h kefal  thc M kineÐtai arister�, o u paÔei thn prosomoÐwsh, gr�fei thn

trèqousa kat�stash thc M sthn tainÐa exerqomènwn mhnum�twn kai metabib�zei thn

prosomoÐwsh ston pr�ktora v pou èqei ton prosdiorist  iv = (iu−1) mod n. Apì th

skopi� tou pr�ktora v, sthn pr¸th perÐptwsh autìc apl¸c lamb�nei thn kat�stash

thc M, thn antigr�fei sthn tainÐa ergasÐac kai arqÐzei thn prosomoÐwsh, en¸ sth

deÔterh perÐptwsh epiplèon metakineÐ thn kefal  thc tainÐac prosomoÐwshc èna b ma

proc t� arister� prin arqÐsei thn prosomoÐwsh.

Apomènei na kalÔyoume thn oriak  perÐptwsh sthn opoÐa h kefal  thc tainÐac

prosomoÐwshc brÐsketai p�nw apì to eidikì sÔmbolo pou upodeiknÔei thn arq  thc

tainÐac. Sthn perÐptwsh aut , o pr�ktorac metakineÐ thn kefal  dexi� kai suneqÐzei

o Ðdioc thn prosomoÐwsh (parathr ste ìti autì mporeÐ na sumbeÐ mìno ston pr�ktora

pou xekin�ei thn prosomoÐwsh, dhlad  mìno se autìn pou èqei ton prosdiorist  0).

An potè, kat� th di�rkeia thc prosomoÐwshc, h M apodeqjeÐ, tìte apodèqetai

epÐshc kai to A; dhlad , o pr�ktorac pou entopÐzei thn apodoq  thc M gr�fei 1

sthn tainÐa exìdou tou kai enhmer¸nei ìlouc touc pr�ktorec na apodeqjoÔn. E�n h

M aporrÐyei, to Ðdio k�nei kai to A. Tèloc, parathr ste ìti to A prosomoi¸nei th
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M ìqi aparaÐthta gia eÐsodo x = σ0σ1 . . . σn−1 all� gia k�poia x′ pou apoteleÐ mÐa

antimet�jesh thc x. O lìgoc eÐnai ìti o pr�ktorac me prosdiorist  i de lamb�nei

aparait twc thn eÐsodo σi. H krÐsimh parat rhsh pou oloklhr¸nei thn apìdeixh eÐnai

ìti hM apodèqetai thn x ann apodèqetai thn x′, afoÔ to p eÐnai summetrikì.

Lìgw thc parap�nw diadikasÐac, eÐnai eÔkolo na epalhjeÔsoume ìti to k-stì kelÐ

thc tainÐac prosomoÐwshc opoioud pote pr�ktora u pou èqei ton prosdiorist  iu anti-

stoiqeÐ sto (n·k+iu)-stì kelÐ thcM. Epomènwc, ìpote hM tropopoieÐ l = O(n log n)

keli� tainÐac, k�je pr�ktorac u ja tropopoieÐ l′ = l−iu
n

= O(log n) keli� thc tainÐac

prosomoÐws c tou.

Je¸rhma 26. H SSPACE(n log n) eÐnai uposÔnolo thc PLM .

Apìdeixh. ProkÔptei ap� thn SSPACE(n log n) ⊆ SIPLM = PLM .

Pìrisma 6. H SNSPACE(
√

n log n) eÐnai uposÔnolo thc PLM .

Apìdeixh. ProkÔptei ap� to Je¸rhma 26 kai to je¸rhma tou Savitch [49].

4.4 'Enac KalÔteroc Egkleismìc gia thn PLM

Sthn Enìthta aut  deÐqnoume me dÔo diaforetikoÔc trìpouc ìti h

SNSPACE(n log n) eÐnai uposÔnolo thc PLM belti¸nontac ètsi ton egkleismì

tou Jewr matoc 26.

4.4.1 Ta Prwtìkolla PALOMA Prosomoi¸noun ta

PK

Ed¸ deÐqnoume ìti to montèlo PM prosomoi¸nei to montèlo PK, qrhsimopoi¸ntac

O(log n) mn mh se k�je pr�ktora. Autìc eÐnai o pr¸toc trìpoc gia na jespÐsoume
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ìti SNSPACE(n log n) ⊆ PLM . UpenjumÐzoume ìti me CP sumbolÐzoume thn kl�-

sh twn kathgorhm�twn pou eÐnai stajer� upologÐsima ap� to montèlo PK. Sthn [39]

apodeÐqjhke ìti h CP eÐnai Ðsh me thn SNSPACE(n log n).

Orismìc 15. 'Estw RCP h kl�sh ìlwn twn kathgorhm�twn pou eÐnai stajer� u-

pologÐsima apì mÐa periorismènh èkdosh tou montèlou PK sthn opoÐa oi pr�ktorec

mporoÔn na èqoun mìno touc monadikoÔc prosdioristèc {0, 1, . . . , n− 1}.

Arqik� d.ì. to parap�nw periorismèno montèlo eÐnai isodÔnamo me to montèlo PK.

L mma 13. RCP = CP .

Apìdeixh. H RCP ⊆ CP isqÔei tetrimmèna. Apomènei na d.ì. CP ⊆ RCP . AfoÔ

to montèlo PK mporeÐ mìno na ekteleÐ sugkrÐseic metaxÔ prosdiorist¸n, prokÔptei ì-

ti e�n antikatast soume k�je di�nusma monadik¸n prosdiorist¸n (id0, id1, . . . , idn−1),

ìpou oi deÐktec eÐnai pr�ktorec kai id0 < id1 < . . . < idn−1, apì touc monadikoÔc pros-

dioristèc (0, 1, . . . , n − 1) (diathr¸ntac me ton trìpo autì th di�taxh twn praktìrwn

wc proc touc prosdioristèc touc) tìte oi upologismoÐ pou prokÔptoun kai stic dÔo

peript¸seic ja prèpei na eÐnai tautìshmoi.

L mma 14. H RCP eÐnai uposÔnolo thc SIPLM .

Apìdeixh. Ta prwtìkolla PALOMA pou èqoun  dh touc monadikoÔc prosdioristèc

{0, 1, . . . , n − 1} kai gnwrÐzoun to mègejoc tou plhjusmoÔ mporoÔn na k�noun ì, ti

kai ta PK pou èqoun touc Ðdiouc prosdioristèc kai epiplèon mporoÔn na ekteloÔn

aujaÐretec pr�xeic p�nw stouc prosdioristèc (kai ìqi mìno sugkrÐseic).

Lìgw tou ìti, sÔmfwna me to Je¸rhma 24, h SIPLM eÐnai Ðsh me thn PLM , mìlic

ft�same sto akìloujo apotèlesma.

Je¸rhma 27. H CP eÐnai uposÔnolo thc PLM .
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Apìdeixh. ProkÔptei ap� tic CP = RCP ⊆ SIPLM = PLM .

Je¸rhma 28. H SNSPACE(n log n) eÐnai uposÔnolo thc PLM .

Apìdeixh. 'Eqei apodeiqjeÐ sthn [39] ìti h SNSPACE(n log n) eÐnai uposÔnolo thc

CP . 'Epeita apl¸c lamb�noume up� ìyin to Je¸rhma 27.

4.4.2 Ta Prwtìkolla PALOMA Prosomoi¸noun A-

peujeÐac Antaitiokratikèc Mhqanèc Turing Q¸rou

O(n log n)

Parathr ste ìti h apìdeixh tou Jewr matoc 28 exart�tai apì to akìloujo apo-

tèlesma thc [54]: MÐa Mhqan  Metatrop c Apoj keushc mporeÐ na prosomoi¸sei mÐa

TM. O lìgoc eÐnai ìti sthn [39] dìjhke mÐa èmmesh apìdeixh tou gegonìtoc ìti h

SNSPACE(n log n) eÐnai uposÔnolo thc CP . Sugkekrimèna, apodeÐqjhke ìti ta PK

mporoÔn na prosomoi¸soun mÐa Mhqan  Metatrop c Apoj keushc kai èpeita qrhsimo-

poi jhke to apotèlesma thc [54] gia na jespÐsei ìti ta PK mporoÔn na prosomoi¸soun

mÐa antaitiokratik  TM. Gia na apofÔgoume aut  thn ex�rthsh tou apotelèsmatìc mac

apì thn prosomoÐwsh miac Mhqan c Metatrop c Apoj keushc, genikeÔoume tic idè-

ec pou qrhsimopoi jhkan sthn apìdeixh tou Jewr matoc 24 kai parèqoume mÐa �mesh

prosomoÐwsh mÐac antaitiokratik c TM q¸rou O(n log n) apì to montèlo PM me touc

pr�ktorec na qrhsimopoioÔn q¸ro O(log n).

Je¸rhma 29. H SNSPACE(n log n) eÐnai uposÔnolo thc PLM .

Apìdeixh. Lìgw tou Jewr matoc 24, arkeÐ na d.ì. h SNSPACE(n log n) eÐnai uposÔ-

nolo thc SIPLM . 'Eqoume  dh deÐxei ìti to montèlo PMP mporeÐ na prosomoi¸sei mÐa

aitiokratik  TMM q¸rou O(n log n) qrhsimopoi¸ntac q¸ro O(log n) (Je¸rhma 25).

Parousi�zoume t¸ra k�poiec tropopoi seic pou ja mac epitrèyoun na prosomoi¸soume
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mÐa antaitiokratik  TM N Ðdiou qwrikoÔ fr�gmatoc. 'Eqete up� ìyin ìti h N eÐnai dia-

gn¸sthc k�poiou kathgor matoc thc SNSPACE(n log n), sunep¸c p�nta termatÐzei.

Kat� thn arqikopoÐhsh, k�je pr�ktorac mpaÐnei se mÐa aporriptik  kat�stash (gr�fei

0 sthn tainÐa exìdou tou) kai h prosomoÐwsh ekteleÐtai ìpwc kai sthn perÐptwsh thc

M.

'Opote prèpei na gÐnei k�poia antaitiokratik  epilog , o antÐstoiqoc pr�ktorac

gÐnetai ètoimoc kai perimènei th summetoq  tou se mÐa allhlepÐdrash. O prosdiorist c

tou �llou pr�ktora ja upodeÐxei thn antaitiokratik  epilog  pou prèpei na gÐnei. MÐa

pijan  ulopoÐhsh thc idèac aut c eÐnai h akìloujh. AfoÔ up�rqei k�poio stajerì

�nw fr�gma sto pl joc twn antaitiokratik¸n epilog¸n (anex�rthto tou megèjouc tou

plhjusmoÔ), oi pr�ktorec mporoÔn na apojhkeÔoun tic epilogèc autèc sth mn mh touc.

K�je for� pou prèpei na parjeÐ mÐa antaitiokratik  apìfash metaxÔ k upoyhfÐwn, o

pr�ktorac anajètei touc arijmoÔc 0, 1, . . . , k − 1 stouc upoyhfÐouc autoÔc kai gÐnetai

ètoimoc gia allhlepÐdrash. Upojèste ìti h epìmenh allhlepÐdrash eÐnai me k�poion

pr�ktora tou opoÐou o prosdiorist c eÐnai i. Tìte h antaitiokratik  epilog  pou k�nei

o pr�ktorac eÐnai aut  sthn opoÐa èqei anatejeÐ o arijmìc i mod k. H dikaiosÔnh

exasfalÐzei ìti me ton trìpo autì ìla ta pijan� monop�tia pou anaparistoÔn ton

antaitiokratikì upologismì thc N telik� ja akoloujhjoÔn.

K�je for� pou h prosomoÐwsh ft�nei se mÐa apodektik  kat�stash, ìloi oi pr�kto-

rec all�zoun thn èxodì touc se 1 kai h prosomoÐwsh termatÐzei. Epiplèon, k�je for�

pou h prosomoÐwsh ft�nei se mÐa aporriptik  kat�stash, epanekkineÐtai. H orjìthta

thc diadikasÐac aut c kalÔptetai ap' tic akìloujec dÔo peript¸seic.

1. E�n hN aporrÐyei tìte h èxodoc k�je pr�ktora stajeropoieÐtai sthn tim  0. Kat�

thn arqikopoÐhsh h èxodoc k�je pr�ktora eÐnai 0 kai mporeÐ na all�xei mìno e�n

h N ft�sei se mÐa apodektik  kat�stash. 'Omwc ìloi oi kl�doi tou upologismoÔ
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thcN aporrÐptoun, epomènwc de brÐsketai potè kat�stash apodoq c kai h èxodoc

k�je pr�ktora paramènei gia p�nta sthn tim  0.

2. E�n h N apodeqjeÐ tìte h èxodoc k�je pr�ktora stajeropoieÐtai sthn tim  1.

AfoÔ h N apodèqetai, up�rqei k�poia akoloujÐa f�sewn S, pou xekin�ei ap�

thn arqik  f�sh C kai odhgeÐ se k�poia f�sh C ′ kat� thn opoÐa h èxodoc k�je

pr�ktora eÐnai 1 (prosomoi¸nontac apeujeÐac ton kl�do thc N pou apodèqetai).

Parathr ste ìti ìtan ènac pr�ktorac jètei thn èxodì tou sthn tim  1 den xana-

tropopoieÐ thn èxodì tou, epomènwc arkeÐ na d.ì. h prosomoÐwsh telik� ft�nei

sth C ′. Upojèste ìti de ft�nei. AfoÔ h N termatÐzei p�nta, h prosomoÐwsh

ja brÐsketai sthn arqik  diamìrfwsh C �peiro arijmì for¸n (lìgw twn epa-

nekkin sewn). Lìgw thc dikaiosÔnhc, me mÐa eÔkolh epagwg  p�nw stic f�seic

tou S, h C ′ ja emfanÐzetai epÐshc �peiro arijmì for¸n, pr�gma pou eÐnai �topo.

Epomènwc h prosomoÐwsh ft�nei telik� sthn C ′ kai h èxodoc stajeropoieÐtai

sthn tim  1.

4.5 'Enac Akrib c Qarakthrismìc gia thn PLM

Pr¸ta d.ì. PLM ⊆ NSPACE(n log n).

Je¸rhma 30. 'Ola ta kathgor mata thc PLM an koun sthn kl�sh

NSPACE(n log n).

Apodeiktik  Idèa. H apìdeixh eÐnai parìmoia me autèc pou epitugq�noun touc antÐstoi-

qouc egkleismoÔc gia ta montèla PPD (Je¸rhma 11) kai PK [12]. Sugkekrimèna,

arkeÐ na d.ì. h gl¸ssa pou antistoiqeÐ se opoiod pote kathgìrhma thc PLM mpo-

reÐ na diagnwsteÐ apì mÐa antaitiokratik  TM q¸rou O(n log n). H TM manteÔei thn
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epìmenh f�sh kai elègqei e�n aut  sthn opoÐa èftase eÐnai stajer c exìdou. Para-

thr ste ìti O(n log n) q¸roc eparkeÐ, epeid  mÐa f�sh plhjusmoÔ apoteleÐtai apì n

f�seic praktìrwn k�je mÐa megèjouc O(log n).

Je¸rhma 31. H PLM eÐnai Ðsh me thn SNSPACE(n log n).

Apìdeixh. ProkÔptei ap� to Je¸rhma 28 (  isodÔnama to Je¸rhma 29), to opoÐo je-

spÐzei ìti SNSPACE(n log n) ⊆ PLM , kai to Je¸rhma 30, to opoÐo jespÐzei ìti

PLM ⊆ NSPACE(n log n); ìmwc gia k�je p ∈ PLM , isqÔei ìti to p eÐnai summetri-

kì (Parat rhsh 6), epomènwc PLM ⊆ SNSPACE(n log n).
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Kef�laio 5

Qwrik  IerarqÐa tou Montèlou

twn Pajhtik� KinoÔmenwn

Mhqan¸n

5.1 Eisagwg 

Sto kef�laio autì mac endiafèrei h sumperifor� tou montèlou PM gia diaforetik�

qwrik� fr�gmata. MÐa tètoia melèth èqei idiaÐterh axÐa afoÔ eÐnai polÔ shmantikì na

gnwrÐzoume ti upologismoÔc mporeÐ na fèrei eic pèrac to montèlo mac an�loga me tic

dunatìthtec tou ulikoÔ. Gia par�deigma, eÔlogo eÐnai to er¸thma sqetik� me to e�n

perissìterh diajèsimh mn mh stouc pr�ktorec sunep�getai perissìterec upologistikèc

dunatìthtec gia ìla ta megèjh mn mhc. P¸c akrib¸c aux�noun oi upologistikèc duna-

tìthtec sunart sei thc aÔxhshc thc mn mhc? Up�rqoun megèjh mn mhc me xeqwristèc

idiìthtec pou touc dÐnoun k�poia exèqousa shmasÐa kai ta kajistoÔn katallhlìtera

apì �lla?
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Sta perissìtera apì aut� ta erwt mata dÐnoume arket� ikanopoihtikèc apant seic.

Sugkekrimèna, deÐqoume ìti:

• Gia f(n) = Ω(log n) isqÔei ìti PMSPACE(f(n)) = SNSPACE(nf(n)). Wc

ek toÔtou, l�mbanontac up� ìyin to je¸rhma summetrik c qwrik c ierarqÐac (Je-

¸rhma 33) prokÔptei kai qwrik  ierarqÐa gia to dikì mac montèlo. Me apl� lìgia,

gi� aut� ta qwrik� fr�gmata, prwtìkolla pou qrhsimopoioÔn perissìterh mn mh

mporoÔn na upologÐsoun austhr� perissìtera pr�gmata.

• Gia f(n) = o(log n) isqÔei ìti h PMSPACE(f(n)) eÐnai austhr� mikrìterh ap�

thn SNSPACE(nf(n)), epomènwc to log n sumperifèretai wc kat¸fli. Autì

mac deÐqnei ìti h sumperifor� tou montèlou metab�lletai shmantik� (proc to

kalÔtero) sto qwrikì fr�gma log n kai an l�boume up� ìyin mac to gegonìc ìti

mn mec megèjouc log n eÐnai pragmatik� mikrèc mn mec, faÐnetai na dikaiologeÐtai

h epilog  mac na esti�soume se autì to qwrikì fr�gma wc to plèon realistikì

gi� autoÔ tou eÐdouc ta sust mata.

• Gia f(n) = o(log log n) isqÔei ìti h PMSPACE(f(n)) eÐnai akrib¸c h kl�sh

twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn (apotèlesma pou ofeÐletai se mÐa exairetik 

èmpneush tou Andrèa Paulìgiannh)! Autì shmaÐnei ìti gia mn mec austhr� mi-

krìterec tou log log n ta prwtìkolla PM den eÐnai tÐpota �llo apì prwtìkolla

plhjusm¸n kai, par� to gegonìc ìti èqoun mn mh exart¸menh ap� to mègejoc

tou plhjusmoÔ, de mporoÔn na th qrhsimopoi soun wc tètoia; ant� autoÔ th

qrhsimopoioÔn anagkastik� wc mÐa stajer  mn mh ìpwc akrib¸c kai ta prw-

tìkolla plhjusm¸n. To apotèlesma autì mac deÐqnei akìma ìti gi� aut� ta

mikr� qwrik� fr�gmata den isqÔei h qwrik  ierarqÐa. Epiplèon deÐqnoume ìti to

pr¸to shmeÐo sto opoÐo isqÔei h qwrik  ierarqÐa gia to montèlo PM eÐnai to

f(n) = Ω(log log n). Gia na to k�noume autì parousi�zoume èna tètoio prw-

tìkollo pou upologÐzei to mh hmigrammikì kathgìrhma (log Na = c), ìpou c
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stajer�. 'Etsi, prokÔptei ìti h PMSPACE(f(n)) eÐnai ed¸ austhr� megalÔte-

rh ap� thn kl�sh twn hmigrammik¸n kathgorhm�twn, �ra kai to log log n emfanÐzei

sumperifor� katwflÐou.

Anoiktì paramènei to ti akrib¸c sumbaÐnei metaxÔ log log n kai log n.

5.2 Qwrik  IerarqÐa

Je¸rhma 32. Gia k�je sun�rthsh f : N → N, k�je kathgìrhma sthn

PMSPACE(f(n)) an kei epÐshc sthn SNSPACE(2f(n)(f(n) + log n)).

Apìdeixh. Jewr ste opoiod pote p ∈ PMSPACE(f(n)). 'Estw A to prwtìkollo

PM pou upologÐzei to p se q¸ro O(f(n)). Wc gnwstìn Lp = {σ1σ2 . . . σn | σi ∈

X gia k�je i ∈ {1, . . . , n} kai p(σ1σ2 . . . σn) = 1} eÐnai h gl¸ssa pou antistoiqeÐ sto

p. Perigr�foume mÐa antaitiokratik  TM N pou diagign¸skei thn Lp se q¸ro g(n) =

O(2f(n)(f(n) + log n)).

Parathr ste ìti k�je pr�ktorac qrhsimopoieÐ q¸ro O(f(n)). Epomènwc, upojè-

tontac èna duadikì alf�bhto tainÐac Γ = {0, 1}, mÐa upìjesh pou de bl�ptei th genikì-

thta, up�rqoun 2O(f(n)) diaforetikèc f�seic praktìrwn k�je mÐa megèjouc O(f(n)). H

N apojhkeÔei mÐa f�sh plhjusmoÔ apojhkeÔontac ìlec autèc tic f�seic praktìrwn,

katanal¸nontac gia to skopì autì q¸ro O(f(n)2f(n)), mazÐ me ènan arijmì gia k�je

f�sh pr�ktora pou anaparist� to pl joc twn praktìrwn pou brÐskontai se aut  th

f�sh pr�ktora kat� thn trèqousa f�sh plhjusmoÔ. AutoÐ oi arijmoÐ ajroÐzoun sto

n kai k�je ènac qrei�zetai O(log n) dufÐa gia na anaparastajeÐ, epomènwc qrei�zetai

O(2f(n) log n) epiplèon q¸roc. 'Ara, sunolik� qrei�zetai q¸roc O(2f(n)(f(n)+ log n))

gia thn apoj keush mÐac f�shc plhjusmoÔ. O lìgoc gia ton opoÐo autèc oi anapa-

rast�seic twn f�sewn plhjusmoÔ eÐnai eparkeÐc eÐnai ìti ìtan k pr�ktorec brÐskontai

sthn Ðdia eswterik  f�sh den up�rqei kanènac lìgoc na thn apojhkeÔsoume k forèc. H
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plhrìthta tou graf matoc epikoinwnÐac mac epitrèpei na thn apojhkeÔsoume mÐa mìno

for� kai apl¸c na shmei¸soume to pl joc twn praktìrwn pou brÐskontai se aut n

thn koin  eswterik  f�sh, dhlad  to k.

T¸ra h N apl¸c k�nei ì, ti kai h antaitiokratikèc mhqanèc Turing twn Jewrh-

m�twn 11 kai 30 me th diafor� ìti apojhkeÔei tic f�seic plhjusmoÔ b�sei thc nèac

anapar�stashc pou orÐsame.

Je¸rhma 33 (Je¸rhma Summetrik c Qwrik c IerarqÐac). Gia k�je sun�rthsh f :

N→ N, up�rqei mÐa summetrik  gl¸ssa L pou eÐnai diagn¸simh se (ant)aitiokratikì

q¸ro O(f(n)) all� ìqi se (ant)aitiokratikì q¸ro o(f(n)).

Apìdeixh. ProkÔptei �mesa ap� th monosumbolik  gl¸ssa diaqwrismoÔ pou parousi�-

sthke sthn [33] kai ap� to gegonìc ìti k�je monosumbolik  gl¸ssa eÐnai summetri-

k .

Pìrisma 7. Gia k�je sun�rthsh f(n) = o(log n) isqÔei ìti PMSPACE(f(n)) (

SNSPACE(nf(n)).

Apìdeixh. Lìgw tou Jewr matoc 32 kai tou jewr matoc thc summetrik c qwrik c

ierarqÐac (Je¸rhma 33) arkeÐ na d.ì. 2f(n)(f(n) + log n) = o(nf(n)) gia f(n) =

o(log n). 'Eqoume ìti

2f(n)(f(n) + log n) = 2o(log n)O(log n) = o(n)O(log n),

h opoÐa profan¸c aux�nei pio arg� ap� thn nf(n) = n · o(log n).

'Etsi, gia par�deigma, e�n f(n) = log log n, tìte PMSPACE(log log n) ⊆

SNSPACE(log2 n) h opoÐa eÐnai austhr� mikrìterh ap� thn SNSPACE(nf(n)) =

SNSPACE(n log log n) lìgw tou jewr matoc thc summetrik c qwrik c ierarqÐac. 'E-

na �llo endiafèron par�deigma prokÔptei an jèsoume f(n) = c. Sthn perÐptwsh aut 
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paÐrnoume thn SNSPACE(log n) = SNL (ìpou SNL eÐnai h kl�sh ìlwn twn sum-

metrik¸n glwss¸n pou eÐnai upologÐsimec se antaitiokratikì logarijmikì q¸ro) pou

apoteleÐ ton egkleismì gia ta PP pou èdwsan oi Angluin k.lp sthn [7] (ton opoÐo

beltÐwsan sthn [8] ft�nontac ston akrib  qarakthrismì).

Parìti oi parap�nw egkleismoÐ eÐnai sqetik� sfiqtoÐ gia qwrikèc sunart seic

f(n) ≤ log n, gia f(n) > log n eÐnai qeirìteroi se sqèsh me thn nf(n). Sto akìloujo

je¸rhma parousi�zoume pio sfiqtoÔc egkleismoÔc gia f(n) = Ω(log n) akolouj¸ntac

thn �mesh anapar�stash twn f�sewn plhjusmoÔ.

Je¸rhma 34. Gia k�je sun�rthsh f(n) isqÔei ìti h PMSPACE(f(n)) eÐnai upo-

sÔnolo thc SNSPACE(nf(n)).

Apìdeixh. H apìdeixh aut  eÐnai parìmoia me thn apìdeixh tou Jewr matoc 30 pou

jespÐzei ìti h PLM eÐnai uposÔnolo thc SNSPACE(n log n). Qrhsimopoi¸ntac pa-

rìmoia epiqeir mata mporoÔme na d.ì. ìla ta kathgor mata thc PMSPACE(f(n))

an koun epÐshc sthn SNSPACE(nf(n)). Sugkekrimèna, up�rqei mÐa antaitiokratik 

TM N ′ q¸rou O(nf(n)) pou diagign¸skei th gl¸ssa Lp k�je kathgor matoc p thc

PMSPACE(f(n)). H N ′ apojhkeÔei tic eswterikèc f�seic n praktìrwn k�je mÐa

ek twn opoÐwn katalamb�nei q¸ro O(f(n)) kai epomènwc k�je f�sh plhjusmoÔ kata-

lamb�nei sthn tainÐa thc N ′ O(nf(n)) q¸ro. H N ′ xekin�ei ap� thn arqik  f�sh C,

manteÔei thn epìmenh C ′ kai elègqei e�n èqei ft�sei se mÐa f�sh sthn opoÐa ìloi oi

pr�ktorec dÐnoun th swst  èxodo gia to p. 'Otan h N ′ ft�sei se mÐa tètoia f�sh C

upologÐzei èna parìmoio prìblhma anaz thshc: epalhjeÔei ìti den up�rqei kamÐa f�sh

prosb�simh ap� th C sthn opoÐa k�poioc pr�ktorac na mh dÐnei th swst  èxodo gia to

p. Aut  h sunj kh mporeÐ epÐshc na epalhjeuteÐ se q¸ro O(nf(n)) afoÔ h NSPACE

eÐnai kleist  wc proc to sumpl rwma gia ìlec tic qwrikèc sunart seic g(n) = Ω(log n)

(je¸rhma Immerman-Szelepcsényi [47], selÐdec 151-153). Parathr ste ìti gia k�je
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eÔlogh sun�rthsh f(n), isqÔei ìti g(n) = nf(n) ≥ log n, ìpwc apaiteÐ to je¸rhma

Immerman-Szelepcsényi.

Gia f(n) = Ω(log n), oi egkleismoÐ pou mìlic parousi�same eÐnai profan¸c kalÔ-

teroi apì autoÔc tou Jewr matoc 32. Parathr ste wstìso ìti to Je¸rhma 34 isqÔei

epÐshc kai gia f(n) = o(log n) kai ìti gia tètoiec qwrikèc sunart seic oi egkleismoÐ

pou exasfalÐzei eÐnai qeirìteroi apì autoÔc tou Jewr matoc 32. Gia na gÐnei autì pio

safèc, jewr ste th sun�rthsh f(n) = c (ìpou k�je pr�ktorac qrhsimopoieÐ q¸ro

anex�rthto tou megèjouc tou plhjusmoÔ kai ètsi gia th sun�rthsh aut  to montèlo

PM eÐnai isodÔnamo me to montèlo PP). SÔmfwna me to Je¸rhma 34, o antÐstoi-

qoc egkleismìc eÐnai h tetrimmènh SNSPACE(n), en¸ to Je¸rhma 32 belti¸nei se

SNSPACE(log n). Aut  h sumperifor� eÐnai anamenìmenh lìgw thc anapar�stashc

twn f�sewn plhjusmoÔ pou qrhsimopoieÐ to k�je je¸rhma. 'Otan h f�sh apojhkeÔetai

wc èna n-di�nusma ìpou k�je sunist¸sa eÐnai mÐa eswterik  f�sh enìc pr�ktora (ana-

par�stash pou qrhsimopoieÐ to Je¸rhma 34) tìte kaj¸c h qwrik  sun�rthsh aux�nei,

o q¸roc anapar�stashc aux�nei grammik�. Apì thn �llh, ìtan h f�sh anaparÐstatai

wc èna di�nusma megèjouc Ðso me to pl joc twn diaforetik¸n eswterik¸n f�sewn ìpou

k�je sunist¸sa tou antiproswpeÔei to pl joc twn praktìrwn pou brÐskontai sthn

antÐstoiqh eswterik  f�sh (ìpwc sto Je¸rhma 32) tìte to mègejoc tou dianÔsmatoc

aux�nei ekjetik� wc proc thn aÔxhsh thc qwrik c sun�rthshc. Epomènwc, to Je¸rhma

34 dÐnei pio sfiqtoÔc egkleismoÔc gia sunart seic f(n) = Ω(log n) en¸ to Je¸rhma 32

dÐnei kalÔterouc egkleismoÔc gia f(n) = o(log n). Parathr ste ìti gia f(n) = log n

kai oi dÔo anaparast�seic dÐnoun ton Ðdio egkleismì.

To akìloujo je¸rhma deÐqnei ìti gia qwrikèc sunart seic f(n) = Ω(log n) to

montèlo PM mporeÐ na prosomoi¸sei mÐa antaitiokratik  TM q¸rou O(nf(n)) qrhsi-

mopoi¸ntac q¸ro O(f(n)). To je¸rhma prokÔptei sqetik� eÔkola ap� thn apìdeixh

tou Jewr matoc 24. Diaisjhtik�, me mn mh toul�qiston log n se k�je pr�ktora mpo-
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roÔme p�nta na anajèsoume monadikoÔc prosdioristèc kai na diad¸soume to mègejoc

tou plhjusmoÔ, �ra p�nta ja mporoÔme na metatrèyoume ìlon ton plhjusmì se mÐa

katanemhmènh antaitiokratik  TM ìpou k�je ènac apì touc n pr�ktorec suneisfèrei

q¸ro O(f(n)) sthn prosomoÐwsh.

Je¸rhma 35. Gia k�je f(n) = Ω(log n) isqÔei ìti h SNSPACE(nf(n)) eÐnai upo-

sÔnolo thc PMSPACE(f(n)).

Apìdeixh. Sto Je¸rhma 29 mÐa antaitiokratik  TM q¸rou O(n log n) prosomoi¸ne-

tai ap� to montèlo PALOMA dojèntoc ìti ìloi oi pr�ktorec xèroun to mègejoc tou

plhjusmoÔ kai èqoun monadikoÔc prosdioristèc. Epiplèon, sto Je¸rhma 24 parou-

si�same mÐa kataskeu  pou epitrèpei sta prwtìkolla PALOMA na upojètoun thn

Ôparxh monadik¸n prosdiorist¸n kai gn¸sh tou megèjouc tou plhjusmoÔ. H Ðdia ka-

taskeu  mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ kai gia ta prwtìkolla ekeÐna ta opoÐa qrhsimopoioÔn

O(f(n)) q¸ro, gia f(n) = Ω(log n). O lìgoc eÐnai ìti se tìso q¸ro oi pr�ktorec

mporoÔn na apojhkeÔsoun tìso monadikoÔc prosdioristèc ìso kai to mègejoc tou

plhjusmoÔ. Epomènwc, mporeÐ kai ed¸ na qrhsimopoihjeÐ to Ðdio prwtìkollo I tou

Jewr matoc 24.

Apì ta prohgoÔmena dÔo jewr mata èqoume ìti:

Je¸rhma 36. Gia k�je f(n) = Ω(log n) isqÔei ìti PMSPACE(f(n)) =

SNSPACE(nf(n)).

Apìdeixh. ProkÔptei ap� ta Jewr mata 34 kai 35.

Epomènwc, lamb�nontac up� ìyin mazÐ to Pìrisma 7 kai to Je¸rhma 36 paÐrnoume

to akìloujo pìrisma.

Pìrisma 8. To qwrikì fr�gma f(n) = Θ(log n) sumperifèretai wc kat¸fli wc proc

thn upologistik  isqÔ tou montèlou PM.
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Lamb�nontac up� ìyin thn parap�nw an�lush kai to Pìrisma 8 parathroÔme ìti

to montèlo PALOMA moi�zei na apoteleÐ th qrus  tom  metaxÔ realistik¸n apait -

sewn (sqetik¸n me thn ulopoÐhsh) kai thc upologistik c isqÔoc pou èqoume telik�

diajèsimh.

Je¸rhma 37 (Je¸rhma Qwrik c IerarqÐac tou Montèlou PM). Gia opoiesd pote

dÔo sunart seic f, g : N→ N, ìpou f(n) = Ω(log n) kai g(n) = o(f(n)), up�rqei èna

kathgìrhma p pou an kei sthn PMSPACE(f(n)) all� ìqi sthn PMSPACE(g(n)).

Apìdeixh. Ap� to Je¸rhma 33, gia opoiesd pote tètoiec sunart seic f, g, up�r-

qei mÐa gl¸ssa L ∈ SNSPACE(nf(n)) t.¸. L /∈ SNSPACE(ng(n)). Ap�

to Je¸rhma 36 èqoume ìti SNSPACE(nf(n)) = PMSPACE(f(n)), epomènwc

pL ∈ PMSPACE(f(n)) (ìpou pL to summetrikì kathgìrhma pou antistoiqeÐ sth

summetrik  gl¸ssa L). DiakrÐnoume dÔo peript¸seic. An g(n) = Ω(log n) tìte ap�

to Je¸rhma 36 èqoume ìti SNSPACE(ng(n)) = PMSPACE(g(n)) kai sunep¸c

L /∈ PMSPACE(g(n))   isodÔnama pL /∈ PMSPACE(g(n)). An g(n) = o(log n)

tìte ap� to Pìrisma 7 èqoume ìti PMSPACE(g(n)) ( SNSPACE(ng(n)) (

SNSPACE(nf(n)) = PMSPACE(f(n)).

5.2.1 Sumperifor� tou Montèlou PM gia Q¸ro

o(log log n)

T¸ra ja apodeÐxoume ìti SEM = PMSPACE(f(n)), ìtan f(n) = o(log log n).

Kaj¸c isqÔei tetrimèna ìti SEM ⊆ PMSPACE(f(n)), ja asqolhjoÔme me thn

perÐptwsh PMSPACE(f(n)) ⊆ SEM .

Apodeiktik  Idèa. Arqik� orÐzoume èna gr�fhma f�sewn praktìrwn tou opoÐou oi kìm-

boi eÐnai eswterikèc f�seic praktìrwn. To gr�fhma autì exart�tai ap� to prwtìkollo

A (pou qrhsimopoieÐ o(log log n) mn mh) kai to mègejoc tou plhjusmoÔ n kai perièqei
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ìlec tic prosb�simec f�seic stic opoÐec h shmaÐa ergasÐac eÐnai 0. DÔo tètoiec f�seic

sundèontai me akm  (u, v) an up�rqei allhlepÐdrash me k�poia �llh f�sh w met� thn

opoÐa h u ja gÐnei v (afoÔ ektelèsei ton eswterikì upologismì thc). EpÐshc, h w

apoteleÐ to epÐgramma thc antÐstoiqhc akm c.

En suneqeÐa apodeiknÔoume ìti ìso megal¸nei to n, to gr�fhma f�sewn metab�l-

letai me ton ex c susthmatikì trìpo: apl¸c prostÐjentai nèoi kìmboi kai akmèc, �ra

suneqÐzei na èqei èna koinì upogr�fhma me mikrìtera n. Autì eÐnai polÔ logikì, afoÔ

an sto nèo n agno soume k�poiouc kìmbouc, tìte oi upìloipoi ja sumperifèrontai a-

krib¸c ìpwc sumperifèrontan kai gia mikrìtero n (dhlad  ja èqoun tic Ðdiec idiìthtec

prosbasimìthtac).

'Epeita susqetÐzoume k�je kìmbo a tou graf matoc f�sewn me mÐa tim  r(a) h o-

poÐa orÐzetai wc to el�qisto �jroisma tim c kìmbou kai epigr�mmatoc pou dÐnei thn a.

Dhlad  gia k�je u kai v tètoia ¸ste up�rqei h akm  (u, a) kai to epÐgramm� thc eÐnai

u, isqÔei ìti r(a) = min(r(u) + r(v)). 'Olec oi arqikèc f�seic paÐrnoun tim  1. Diai-

sjhtik�, oi kìmboi pou eÐnai prosb�simoi apì allhlepÐdrash arqik¸n f�sewn paÐrnoun

tim  2, autoÐ pou eÐnai prosb�simoi apì mÐa arqik  kai mÐa pou eÐnai prosb�simh se èna

b ma paÐrnoun tim  3 k.o.k., �ra oi timèc autèc ekfr�zoun apìstash prosbasimìthtac.

To epìmeno pou apodeiknÔetai eÐnai ìti ìloi oi kìmboi paÐrnoun tim  (afoÔ eÐnai

prosb�simoi kìmboi) kai ìti (to pio shmantikì) gia k�je prwtìkollo A pou qrhsi-

mopoieÐ o(log log n) mn mh, up�rqei èna n0 t.¸., gia k�je n > n0, h mègisth tim  pou

emfanÐzetai sto gr�fhma f�sewn eÐnai mikrìterh apì n/2.

Met� apodeiknÔoume ìti k�je f�sh a se èna gr�fhma pr�ktora gia plhjusmì n,

pou eÐnai prosb�simh se r(a) − 1 b mata eÐnai prosb�simh kai se k�poion plhjusmì

megèjouc r(a). Epagwgik� moi�zei polÔ logikì: ìlec oi arqikèc eÐnai prosb�simec se

0 b mata �ra mporoÔn na emfanistoÔn kai se plhjusmì megèjouc 1 (apl¸c o monadikìc

pr�ktorac paÐrnei thn kat�llhlo eÐsodo), ìsec eÐnai prosb�simec apì dÔo arqikèc (se
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1 b ma) mporoÔn na emfanistoÔn kai se plhjusmì megèjouc 2 arkeÐ oi dÔo pr�ktorec

na p�roun tic kat�llhlec eisìdouc k.o.k.

To epìmeno apotèlesma pou dÐnoume apoteleÐ thn kardi� thc apìdeixhc: Apodei-

knÔoume ìti gia k�je prwtìkollo A pou qrhsimopoieÐ o(log log n) mn mh up�rqei èna

n0 t.¸. gia k�je n > n0 to antÐstoiqo gr�fhma f�sewn eÐnai kat� mÐa ènnoia pl rec,

dhlad  gia opoiesd pote dÔo prosb�simec f�seic, oi f�seic autèc mporoÔn na eÐnai

tautìqrona prosb�simec kai �ra na allhlepidr�soun. H idèa eÐnai h ex c: 'Estw o-

poiesd pote dÔo tètoiec prosb�simec f�seic se plhjusmì n. 'Opwc eÐdame kai oi dÔo

èqoun tim  r < n/2. Autì shmaÐnei (lìgw tou prohgoÔmenou apotelèsmatoc) ìti kai

oi dÔo eÐnai prosb�simec se plhjusmì megèjouc pou eÐnai mikrìtero apì n/2. 'Ara, an

ton plhjusmì n ton jewr soume wc dÔo plhjusmoÔc megèjouc n/2 o kajènac oi opoÐoi

gia peperasmèno arijmì bhm�twn den epikoinwnoÔn metaxÔ touc, ston èna upoplhjusmì

mporeÐ na emfanisteÐ h mÐa f�sh kai ston �llo upoplhjusmì h �llh kai telik� na al-

lhlepidr�soun. Autì profan¸c den isqÔei gia mn mec megalÔterec tou log log n giatÐ

ekeÐ den isqÔei autì to fr�gma n/2.

T¸ra h apìdeixh èqei sqedìn oloklhrwjeÐ. Thn oloklhr¸noume deÐqnontac ìti,

lìgw twn proanaferjèntwn, up�rqei k�poio n0 t.¸., gia k�je n > n0, to pl joc twn

diaforetik¸n f�sewn paÔei na aux�nei (tìte profan¸c autì to n0 mporeÐ na jewrhjeÐ

wc stajer� kai to A mporeÐ na prosomoiwjeÐ kai apì prwtìkollo stajer c mn mhc,

�ra ì, ti upologÐzei ja prèpei na eÐnai hmigrammikì). 'Estw ìti to pl joc twn f�sewn

aÔxane gia n′ > n kai èstw k mÐa kainoÔria f�sh gia n′ (pou den up rqe gia n) kai

h opoÐa prokÔptei apì mÐa allhlepÐdrash f�sewn pou up rqan gia n (profan¸c mÐa

nèa f�sh prèpei na prokÔyei apì proôp�rqousec lìgw tou ìti to nèo gr�fhma f�sewn

apl¸c prosjètei nèouc kìmbouc). Apì to prohgoÔmeno apotèlesma oi dÔo autèc f�seic

ja mporoÔsan na sunup�rxoun kai �ra na allhlepidr�soun kai ston plhjusmì n kai

wc ek toÔtou h k ja èprepe na an kei kai sto gr�fhma f�sewn tou plhjusmoÔ n.
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'Ara, den prìkeitai gia kainoÔria f�sh, tètoia kainoÔria f�sh de mporeÐ na up�rxei kai

h apìdeixh oloklhr¸jhke.

Genik�, èpeita apì k�je allhlepÐdrash, k�je pr�ktorac ekteleÐ èna sÔnolo esw-

terik¸n pr�xewn (èqontac th shmaÐa ergasÐac sto 1), kai telik� katal gei se mia

kat�stash sthn opoÐa perimènei na sumbeÐ k�poia allhlepÐdrash (èqontac th shmaÐa

ergasÐac sto 0). Parathr ste ìti afoÔ sumbeÐ aut  h allhlepÐdrash, h kat�stash

sthn opoÐa ja metabeÐ telik� o pr�ktorac, kajorÐzetai aitiokratik� apì thn kat�stash

pou eÐqe prin thn allhlepÐdrash kai thn kat�stash tou �llou pr�ktora pou summe-

teÐqe se aut n.1 'Etsi, gia tic an�gkec thc apìdeixhc arkeÐ na jewr soume tic f�seic

praktìrwn stic opoÐec h shmaÐa ergasÐac eÐnai 0, agno¸ntac tic endi�mesec f�seic apì

tic opoÐec pern� ènac pr�ktorac kat� th di�rkeia tou eswterikoÔ upologismoÔ.

Orismìc 16. 'Estw A èna prwtìkollo PM pou trèqei se ènan plhjusmì V megèjouc

n. KaloÔme gr�fhma f�sewn pr�ktora to gr�fhma RA,V = (U,W,F ) tètoio ¸ste:

• U eÐnai to sÔnolo twn katast�sewn (eswterik¸n f�sewn) pou orÐzei to A gia tic

opoÐec h shmaÐa ergasÐac eÐnai 0.

• W eÐnai to sÔnolo twn akm¸n (u, v), ìpou u, v ∈ U , ¸ste ìtan ènac pr�ktorac

brejeÐ sth f�sh u, v na eÐnai mia f�sh sthn opoÐa mporeÐ na brejeÐ èpeita apì

mia kai mìno allhlepÐdrash.

• F : W → U×{i, r} eÐnai to sÔnolo epigramm�twn kai orÐzetai wc F (u, v) = (w, x)

ann ènac pr�ktorac k sth f�sh u allhlepidr¸ntac me èna pr�ktora sth f�sh

w ìpou o teleutaÐoc èqei to rìlo x sthn allhlepÐdrash aut  (i ekfr�zei to rìlo

tou muht  kai r tou apokrinìmenou), o k metabaÐnei sth f�sh v.

Me �lla lìgia, to sÔnolo U perièqei tic f�seic stic opoÐec mporeÐ na brejeÐ ènac

pr�ktorac an de l�boume up� ìyin autèc pou antistoiqoÔn se eswterikì upologismì,

1Προκύπτει άμεσα από το γεγονός ότι ο κάθε πράκτορας είναι μια αιτιοκρατική ΤΜ.
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en¸ to W orÐzei metab�seic metaxÔ aut¸n twn f�sewn mèsw allhlepÐdr�sewn me ta

epigr�mmata pou orÐzei h F . Parathr ste ìti sth genik  perÐptwsh to RA,V exar-

t�tai tìso apì to prwtìkollo A, ìso kai apì to mègejoc tou plhjusmoÔ n. Genik�

onom�zoume k�poio u ∈ U wc arqikì kìmbo an antistoiqeÐ se mia arqik  f�sh pr�ktora.

ExaitÐac thc sunj khc thc omoiomorfÐac, isqÔei to akìloujo je¸rhma.

Je¸rhma 38. 'Estw RA,V , RA,V ′ dÔo graf mata f�sewn pr�ktora pou antistoiqoÔn

sto prwtìkollo A gia dÔo diaforetikoÔc plhjusmoÔc V , V ′, me megèjh n kai n′

antÐstoiqa, kai n < n′. Tìte, ja up�rqei èna upogr�fhma tou RA,V ′ , R∗ tètoio ¸ste

R∗ = RA,V kai to opoÐo perièqei ìlec tic arqikèc katast�seic tou RA,V ′ .

Apìdeixh. Pr�gmati, arkeÐ na diamerÐsoume ton V ′ se dÔo uposÔnola V ′
1 , V ′

2 , ¸ste

V ′
1 = V kai exet�zoume to gr�fhma f�sewn pr�ktora pou prokÔptei kaj¸c to A trèqei

sto V ′
1 . Kaj¸c h sunj kh thc omoiomorfÐac epib�llei kai stouc dÔo plhjusmoÔc V ,

V ′ na trèqei to Ðdio prwtìkollo A, to RA,V eÐnai akrib¸c Ðdio me to RA,V ′
1
, kai afoÔ

oi arqikèc katast�seic eÐnai Ðdiec kai gia touc dÔo plhjusmoÔc, ja perièqontai sto

RA,V ′
1
. Epiplèon, to RA,V ′

1
eÐnai upogr�fhma tou RA,V ′ , kaj¸c V ′

1 ⊂ V ′, kai h apìdeixh

oloklhr¸netai.

To parap�nw je¸rhma ousiastik� dhl¸nei ìti kaj¸c proqwr�me se plhjusmoÔc

megalÔterou megèjouc, sta antÐstoiqa graf mata f�sewn praktìrwn prostÐjentai nèoi

kìmboi kai akmèc, en¸ oi palioÐ diathroÔntai.

Dedomènou enìc graf matoc f�sewn pr�ktora, susqetÐzoume k�je kìmbo a me mia

tim  r(a) epagwgik� wc akoloÔjwc:

B�sh: Gia k�je arqikì kìmbo a, r(a) = rinit = 1.

Epagwgikì B ma: Gia k�je �llo kìmbo a, r(a) = min(r(b) + r(c)) ¸ste o a na
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eÐnai prosb�simoc se èna b ma apì ton b mèsw miac akm c me epÐgramma c, kai oi

b, c na èqoun  dh susqetisjeÐ me mia tim  r.

L mma 15. 'Estw RA,V = (U,W,F ) èna gr�fhma f�sewn pr�ktora. K�je kìmboc

tou RA,V susqetÐzetai me mia tim  r.

Apìdeixh. Upojèste gia tic an�gkec tou atìpou ìti up�rqei èna mègisto, mh kenì

sÔnolo kìmbwn U ′ ⊂ U tètoio ¸ste ∀v ∈ U ′, o kìmboc v na mhn èqei susqetisjeÐ me

k�poia tim  r. Tìte ta B = U−U ′ kai C = (B,U ′) orÐzoun mia tom , kai profan¸c k�je

arqikìc kìmboc brÐsketai sto B. Exet�zoume mia tuqaÐa pleur� (u, v) me epÐgramma w

h opoÐa diasqÐzei thn tom , ¸ste u ∈ B kai v ∈ U ′, kai o u èqei susqetisjeÐ me mia

tim  r(u). Kaj¸c o v den èqei susqetisjeÐ me mia tim  r, to Ðdio prèpei na sumbaÐnei

kai gia ton kìmbo w. (diaforetik� o v de ja briskìtan sto U ′. 'Etsi, w ∈ U ′ gia

k�je tètoia akm . T¸ra exet�zoume ton pr¸to pr�ktora c pou phgaÐnei se mia f�sh

pou antistoiqeÐ se ènan kìmbo v ∈ U ′. ExaitÐac thc parap�nw parat rhshc, autì ja

mporoÔse na sumbeÐ mìno mèsw miac allhlepÐdrashc me ènan pr�ktora pou brÐsketai

 dh sto U ′, to opoÐo dhmiourgeÐ to �topo.

Sth sunèqeia apodeiknÔoume èna p�nw ìrio stic timèc r ìtan to antÐstoiqo prwtì-

kollo qrhsimopoieÐ f(n) = o(log log n) mn mh.

L mma 16. Dhl¸noume wc rmax−i thn i−st  megalÔterh tim  r pou susqetÐzetai

me ènan kìmbo se èna gr�fhma f�sewn plhjusmoÔ megèjouc n. Gia opoiod pote prw-

tìkollo A to opoÐo ekteleÐtai qrhsimopoi¸ntac f(n) = o(log log n) mn mh, up�rqei èna

n0 tètoio ¸ste gia opoiond pote plhjusmì megèjouc n > n0, rmax < n
2
.

Apìdeixh. Kaj¸c f(n) = o(log log n), limn→∞
f(n)

log log n
= 0, �ra limn→∞

log log n
f(n)

= ∞

kai limn→∞
log n
2f(n) =∞. Apì thn teleutaÐa sqèsh prokÔptei ìti gia opoiond pote jetikì

akèraio M up�rqei èna stajerì n0 tètoio ¸ste log n
2f(n) > M gia k�je n > n0.
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StajeropoioÔme èna opoiod pote tètoio n kai èstw k ≤ 2f(n) to sÔnolo twn kìmbwn

sto gr�fhma f�sewn pr�ktora. Kaj¸c k�je kìmboc èqei susqetisjeÐ me mia tim  r,

mporoÔn na up�rqoun to polÔ k diaforetikèc tètoiec timèc sto gr�fhma. Parathr ste

ìti rmax ≤ 2 · rmax−1 ≤ · · · ≤ 2k · rinit ≤ 22f (n) < 2
log n
M ≤ M

√
n ≤ n

2
gia n > max(n0, 2)

kai M ≥ 2, kai h prìtash apodeÐqjhke.

L mma 17. 'Estw Q(a) h akìloujh idiìthta: Dedomènou enìc kìmbou a se èna gr�-

fhma f�sewn pr�ktora, G = (V, E, F ), up�rqei ènac plhjusmìc megèjouc r(a) ston

opoÐo up�rqei mia dÐkaih ektèlesh pou ja odhg sei k�poion pr�ktora sth f�sh a.

Apìdeixh. H apìdeixh sthrÐzetai se genikeumènh epagwg  stic timèc r.

Basik  Upìjesh: H Q(a) isqÔei profan¸c gia k�je arqikì kìmbo u, kaj¸c rinit =

1.

Epagwgikì B ma: Exet�zoume ènan mh arqikì kìmbo u pou èqei susqetisjeÐ me mia

tim  r(u) = r(a)+r(b) gia k�poiouc kìmbouc a, b. H epagwgik  upìjesh upojètei

ìti h Q isqÔei gia touc a kai b. 'Etsi, ènac plhjusmìc megèjouc r(a)+ r(b) eÐnai

dunatìn na odhg sei anex�rthta dÔo pr�ktorec x, y stic katast�seic a kai b

antÐstoiqa. Tìte, mia allhlepÐdrash metaxÔ twn x kai y ja odhg sei ton ènan

ap' autoÔc sthn kat�stash u, �ra h Q(u) isqÔei.

Apì ta L mmata 16 kai 17 prokÔptei to akìloujo:

L mma 18. Gia opoiod pote prwtìkollo A to opoÐo ekteleÐtai qrhsimopoi¸ntac

f(n) = o(log log n) mn mh, up�rqei èna n0 tètoio ¸ste gia opoiond pote plhjusmì

megèjouc n > n0 kai gia opoiod pote zeÔgoc f�sewn pr�ktora u, v ston plhjusmì

autì, eÐnai dunat  h emf�nish thc allhlepÐdrashc (u, v).
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Apìdeixh. Pr�gmati, lìgw tou L mmatoc 16, up�rqei èna n0 ¸ste gia k�je n > n0

h tim  r k�je kìmbou eÐnai mikrìterh apì n
2
. 'Etsi, apì to L mma 17 prokÔptei ìti

se k�je tètoio plhjusmì eÐnai dunatìn na emfanisteÐ mia allhlepÐdrash (u, v) metaxÔ

opoiond pote f�sewn praktìrwn u, v, afoÔ kajemi� ex� aut¸n mporeÐ na prokÔyei

anex�rthta apì thn �llh.

Je¸rhma 39. Opoiod pote prwtìkollo PM A ekteleÐtai qrhsimopoi¸ntac q¸ro

f(n) = o(log log n) ja upologÐzei anagkastik� mìno hmigrammik� kathgor mata.

Apìdeixh. Lìgw thc sunj khc thc omoiomorfÐac, to A ekteleÐtai se plhjusmì o-

poioudhpote megèjouc. Epilègoume èna n0 pou problèpetai apì to L mma 16 kai sta-

jeropoioÔme èna opoiod pote n > n0 me L ton antÐstoiqo plhjusmì. 'Estw RA,L to

antÐstoiqo gr�fhma f�sewn pr�ktora. Exet�zoume ènan opoiond pote plhjusmì L′ me

n′ > n kai èstw RA,L′ to antÐstoiqo gr�fhma f�sewn pr�ktora. Lìgw tou Jewr matoc

38, to RA,L′ perièqei èna upogr�fhma K, to opoÐo eÐnai Ðdio me to RA,L kai oi arqikoÐ

kìmboi tou RA,L′ brÐskontai sto K. 'Estw U∗ = U ′ − U , kai k h pr¸th f�sh pr�-

ktora pou emfanÐzetai ston plhjusmì, ¸ste k ∈ U∗, mèsw miac allhlepÐdrashc (u, v).

Tìte, u, v ∈ U kai h (u, v) emfanÐzetai kai ston plhjusmì L, odhg¸ntac anagkastik�

sthn k ∈ U , to opoÐo èrqetai se antÐjesh me thn epilog  thc k dhmiourg¸ntac �topo.

'Etsi, to sÔnolo U∗ eÐnai kenì, kai to sÔnolo twn dunat¸n f�sewn pou orÐzei to A

den metab�lletai kaj¸c metakinoÔmaste se megalÔterouc plhjusmoÔc. AfoÔ loipìn

eÐnai stajerì, to antÐstoiqo kathgìrhma eÐnai dunatìn na upologisteÐ apì to basikì

montèlo PP, kai �ra eÐnai hmigrammikì.

To parap�nw je¸rhma praktik� eggu�tai ìti gia opoiod pote prwtìkollo qrhsimo-

poieÐ mn mh f(n) = o(log log n) se k�je pr�ktora, ja up�rqei ènac plhjusmìc megèjouc

n0, ¸ste gia plhjusmoÔc megalÔterouc apì n0 de qrhsimopoieÐ epiplèon mn mh. Kaj¸c

autì to n0 eÐnai stajerì, mporoÔme na kataskeu�soume èna prwtìkollo sthrizìmenoi

140



sto gr�fhma f�sewn pr�ktora to opoÐo qrhsimopoieÐ stajer  mn mh 2, kai �ra eÐnai

efarmìsimo sto basikì montèlo PP.

5.2.2 To kathgìrhma tou logarÐjmou

Sthn paroÔsa enìthta ja parousi�soume to mh hmigrammikì kathgìrhma tou loga-

rÐjmou, kai ja deÐxoume pwc eÐnai dunatìn na upologisjeÐ apì èna PM prwtìkollo pou

qrhsimopoieÐ O(log log n) mn mh se k�je pr�ktora. Parathr ste ìti sundu�zontac to

apotèlesma autì me autì pou parousi�sthke sthn prohgoÔmenh enìthta, deÐqnoume ìti

to log log n eÐnai èna austhrì ìrio sthn hmigrammik  sumperifor� tou montèlou.

To kathgìrhma tou logarÐjmou orÐzetai wc akoloÔjwc: Kat� thn arqikopoÐhsh,

k�je pr�ktorac lamb�nei èna sÔmbolo eisìdou apì to sÔnolo X = {a, 0}, kai èstw

Na o arijmìc twn praktìrwn pou èqoun l�bei wc eÐsodo to a. KaloÔmaste na upo-

logÐsoume an isqÔei ìti log Na = t, gia k�poio t. Sth sunèqeia dÐnoume mia uyhloÔ

epipèdou perigraf  enìc prwtokìllou pou upologÐzei to kathgìrhma tou logarÐjmou.

K�je pr�ktorac u diathreÐ mia metablht  xu, kai èstw out h metablht  sthn opoÐa

gr�fei thn èxodì tou. Arqik�, k�je pr�ktorac u pou lamb�nei wc eÐsodo to sÔmbolo

a, jètei xu = 1 kai out = 1, en¸ oi upìloipoi jètoun xv = 0 kai out = 1.

To basikì prwtìkollo apoteleÐtai apì dÔo epimèrouc, èstw A, B, ta opoÐa ekte-

loÔntai par�llhla. To pr¸to frontÐzei ¸ste k�je for� pou pragmatopoieÐtai mia

allhlepÐdrash metaxÔ dÔo praktìrwn u, v, me u sto rìlo tou muht , an xu = xv > 0,

tìte xu = xu + 1 kai xv = 0, en¸ se k�je �llh perÐptwsh de sumbaÐnei tÐpota. To

deÔtero prwtìkollo dra par�llhla me to pr¸to, kai upologÐzei to hmigrammikì kath-

gìrhma pou apant� sto er¸thma an up�rqoun toul�qiston dÔo pr�ktorec pou èqoun

xu > 0. An nai, tìte h èxodoc tou plhjusmoÔ eÐnai 0, diaforetik� eÐnai 1. Parathr -

2Στην πράξη, το γράφημα φάσεων πράκτορα μπορεί να θεωρηθεί ως ένα πεπερασμένο αυτόματο από
μόνο του.
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ste ìti to deÔtero prwtìkollo trèqei se stajeropoioÔmenec eisìdouc, kaj¸c oi timèc

x metab�llontai pollèc forèc protoÔ stajeropoihjoÔn. Wstìso, gnwrÐzoume ìti ta

hmigrammik� kathgor mata eÐnai upologÐsima kai se aut  thn perÐptwsh [8] (parìmoia

filosofÐa me to Prwtìkollo 1 thc Enìthtac 2.3.1).

L mma 19. To parap�nw prwtìkollo qrhsimopoieÐ O(log log n) mn mh.

Apìdeixh. Kaj¸c to prwtìkollo B upologÐzei èna hmigrammikì kathgìrhma, qrhsimo-

poieÐ O(c) mn mh, me c stajer�. Gia tuqaÐo pr�ktora u, exet�zoume th mègisth tim 

pou mporeÐ na l�bei h metablht  xu (pou eÐnai kai h monadik  pou qrhsimopoieÐ to prw-

tìkollo A). Parathr ste ìti gia na ft�sei thn tim  k, qrei�zetai na up�rqoun pio

prin ston plhjusmì toul�qiston 2 metablhtèc x sthn tim  k − 1. Mèsw epagwg c,

prokÔptei ìti qrei�zetai na up�rqoun toul�qiston 2k metablhtèc pou brÐskontai sthn

tim  1. Kaj¸c 2k ≤ Na, k ≤ log Na ≤ log n, prokÔptei ìti h xu èqei mègisth tim  thn

log n kai �ra apaiteÐ O(log log n) mn mh.

L mma 20. H èxodoc tou parap�nw prwtokìllou stajeropoieÐtai sto 1 an log Na = t

gia k�poio t, diaforetik� stajeropoieÐtai sto 0.

Apìdeixh. Pr�gmati, lìgw tou prwtokìllou B, oi pr�ktorec stajeropoioÔn thn èxodì

touc sto 1 ann telik� up�rqei mìno ènac pr�ktorac u me mh mhdenik  tim  xu. 'Estw

xu = k. Tìte, lìgw thc parap�nw an�lushc, kat� thn ekkÐnhsh tou upologismoÔ ja

up�rqoun 2k metablhtèc pou brÐskontai sthn tim  1, kai afoÔ oi antÐstoiqoi pr�ktorec

(kai mìno) ja èqoun l�bei wc eÐsodo to sÔmbolo a, ja isqÔei Na = 2k ⇒ log Na = k.

AntÐjeta, lìgw twn ìswn anafèrame, an den up�rqei k ¸ste log Na = k, ja up�rqoun

toul�qiston dÔo pr�ktorec me mh mhdenikèc metablhtèc x, kai to prwtìkollo B ja

odhg sei ìlouc touc pr�ktorec sthn tim  exìdou 0.

'Etsi, d¸same èna mh hmigrammikì kathgìrhma pou eÐnai upologÐsimo apì èna prw-

tìkollo PM to opoÐo qrhsimopoieÐ O(log log n) q¸ro. Sundu�zontac ta apotelèsmata
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aut c thc upoenìthtac me aut� thc prohgoÔmenhc, mporoÔme na katal xoume sto akì-

loujo je¸rhma:

Je¸rhma 40. SEM = PMSPACE(f(n)) ìtan f(n) = o(log log n) kai epiplèon

SEM ( PMSPACE(f(n)) ìtan f(n) = O(log log n).
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Kef�laio 6

Sumper�smata - Mellontikèc

KateujÔnseic

6.1 Sumper�smata

Sthn ergasÐa aut  asqolhj kame me montèla gia dÐktua pajhtik� kinoÔmenwn ai-

sjht rwn. Sugkekrimèna, epekteÐname to montèlo twn Prwtokìllwn Plhjusm¸n kai

proteÐname dÔo nèa montèla: to montèlo twn Prwtokìllwn Plhjusm¸n me Diameso-

labht  kai to montèlo twn Pajhtik� kinoÔmenwn Mhqan¸n. Ta nèa montèla qara-

kthrÐzontai apì realistikèc kai ulopoi simec epiplèon upojèseic. Sto men montèlo

PPD h epiplèon upìjesh eÐnai h dunatìthta apoj keushc plhroforÐac stic akmèc

tou graf matoc epikoinwnÐac en¸ sto de montèlo PM h epiplèon upìjesh eÐnai ìti oi

pr�ktorec den eÐnai pia mhqanèc peperasmènwn katast�sewn me stajer  mn mh all�

polutainiakèc mhqanèc Turing twn opoÐwn h mn mh kajorÐzetai an�loga me tic an�gkec

tou upologismoÔ.

Se ì,ti afor� sto montèlo PPD, arqik� epikentrwj kame se pl rh graf mata

epikoinwnÐac sta opoÐa kai melet same thn upologistik  isqÔ tou montèlou. Katafè-
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rame na deÐxoume ìti to montèlo mporeÐ na prosomoi¸sei mÐa antaitiokratik  mhqan 

Turing q¸rou O(n2) pou diagign¸skei summetrikèc gl¸ssec. Gia na to epitÔqoume au-

tì qrei�sthke na deÐxoume ìti ìloi oi pr�ktorec mporoÔn na diataqjoÔn se mÐa eujeÐa

gramm  apoteloÔmenh apì energèc akmèc. 'Ustera oi pr�ktorec epanekkinoÔn thn pro-

somoÐwsh, ìloi touc analamb�noun to rìlo thc kefal c thc prosomoioÔmenhc mhqan c

kai qrhsimopoioÔn wc keli� an�gnwshc kai eggraf c tic upìloipec O(n2) anenergèc

akmèc. Gia na ektelèsoun antaitiokratik  prosomoÐwsh, oi pr�ktorec antloÔn thn an-

taitiokratÐa ap� thn eggen  antaitiokratÐa tou protÔpou allhlepidr�sewn. AfoÔ de

mporoÔn na diasp�soun touc eautoÔc touc se pollapl� antÐgrafa ìpwc epit�ssei o

antaitiokratikìc upologismìc, ant� autoÔ ekteloÔn antaitiokratikèc anazht seic sto

dèntro upologismoÔ thc TM. H èxodìc touc eÐnai ��apìrriyh�� mèqric ìtou na brejeÐ

k�poioc apodektikìc kl�doc. Tìte h èxodìc touc gÐnetai ��apodoq �� kai de metab�l-

letai xan�. ApodeiknÔontac kai ìti h antÐstrofh prosomoÐwsh eÐnai efikt  (h mhqan 

prosomoi¸nei to prwtìkollo) sumper�name ìti h kl�sh MPS twn upologÐsimwn kath-

gorhm�twn eÐnai akrib¸c h kl�sh twn summetrik¸n kathgorhm�twn thc NSPACE(n2).

'Ara, to montèlo PPD apoteleÐ èna pragmatik� panÐsquro montèlo. Epiprìsjeta, me-

let same tic idiìthtec grafhm�twn pou mporeÐ na upologÐsei to montèlo. DeÐxame ìti

se mh sunektik� graf mata de mporeÐ na upologisteÐ kamÐa idiìthta. Lìgw autoÔ, e-

pikentrwj kame se sunektik� graf mata kai apodeÐxame th diagnwsimìthta arket¸n

endiafèrontwn glwss¸n grafhm�twn.

Se ì, ti afor� sto montèlo PM, epikentrwj kame kai p�li se pl rh graf mata

epikoinwnÐac prospaj¸ntac kai ed¸ na katano soume thn upologistik  tou isqÔ. Sto

montèlo autì, h upologistik  isqÔc èdeiqne exarq c na exart�tai apì th mn mh pou

èqoun diajèsimh ta prwtìkolla. DeÐxame apì thn arq  idiaÐtero endiafèron gia thn

perÐptwsh kat� thn opoÐa h qrhsimopoioÔmenh mn mh stouc pr�ktorec den xepern�ei

asumptwtik� èna log�rijmo tou megèjouc tou plhjusmoÔ. O lìgoc pou èstreye ekeÐ

thn prosoq  mac  tan ìti tìsh mn mh eÐnai ìsh qrei�zontai oi pr�ktorec gia na mporoÔn
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na apojhkeÔsoun monadikoÔc prosdioristèc kai ìti o log�rijmoc exasfalÐzei realisti-

k� megèjh mn mhc (epark¸c mikr� gia tic dunatìthtec tic up�rqousac teqnologÐac).

Katafèrame na d¸soume ènan akrib  qarakthrismì thc kl�shc PLM , twn upologÐ-

simwn kathgorhm�twn se aut  thn perÐptwsh: H PLM eÐnai akrib¸c h kl�sh twn

summetrik¸n kathgorhm�twn thc NSPACE(n log n). Autì deÐqnei ìti prìkeitai gia

èna exÐsou isqurì montèlo me to montèlo PPD afoÔ kai autì qrhsimopoieÐ asumptw-

tik� ìlh th diajèsimh mn mh tou wc mÐa katanemhmènh antaitiokratik  mhqan  Turing.

Gia na ft�soume se autì to apotèlesma deÐxame ìti oi pr�ktorec epanekkin¸ntac kai

ed¸ ton upologismì touc mporoÔn na anajèsoun stouc eautoÔc touc monadikoÔc pros-

dioristèc kai na m�joun to mègejoc tou plhjusmoÔ. Aut� eÐnai ìla ìsa qrei�zontai

gia na organwjoÔn kai ed¸ se mÐa mhqan  Turing.

'Epeita, suneqÐzontac th melèth tou montèlou PM, prospaj same na doÔme ti akri-

b¸c sumbaÐnei kaj¸c metab�lletai h mn mh pou eÐnai diajèsimh sta prwtìkolla. Ed¸

proèkuyan kai ta pio endiafèronta sumper�smat� mac me ter�stiec efarmogèc, afoÔ

èna ap� ta pio krÐsima erwt mata se k�je upologistikì sÔsthma eÐnai pìsoc q¸roc

qrei�zetai gia k�je dojèn prìblhma (  pìsoc qrìnoc, all� ed¸ den asqolhj kame me

thn ènnoia tou qrìnou). Sugkekrimèna, deÐxame arqik� ìti an h diajèsimh mn mh eÐnai

to polÔ f(n), ìpou f(n) eÐnai toul�qiston log n, tìte h antÐstoiqh kl�sh eÐnai Ðsh me

thn klash twn summetrik¸n kathgorhm�twn thc NSPACE(nf(n)). Epeid  isqÔei h

qwrik  ierarqÐa gia thn summetrik  upokl�sh thc NSPACE(nf(n)), sumper�name ìti

up�rqei qwrik  ierarqÐa kai gia to montèlo PM. Autì praktik� shmaÐnei ìti, gi� autèc

tic f(n), ìso h f(n) megal¸nei tìso aux�noun kai oi upologistikèc dunatìthtec tou

montèlou. H parat rhsh tic adunamÐac an�jeshc monadik¸n prosdiorist¸n gia f(n)

austhr� mikrìterh tou log n (lìgw tou ìti o megalÔteroc prosdiorist c de ja qwr�ei

sth mn mh kanenìc pr�ktora) mac èkane na upoyiastoÔme ìti h parap�nw sumperifor�

auxanìmenhc upologistik c isqÔoc de ja isqÔei gi� aut� ta qwrik� fr�gmata. Pr�gmati,

qrhsimopoi¸ntac ènan enallaktikì trìpo anapar�stashc twn f�sewn (ìpou h di�taxh
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q�nei to nìhm� thc) deÐxame kalÔtera �nw fr�gmata gi� autèc tic f(n), katal gontac

sto ìti oi kl�seic ed¸ eÐnai austhr� mikrìterec apì NSPACE(nf(n)) kai �ra to

log n sumperifètai wc kat¸fli sqetik� me thn upologistik  isqÔ. Autì to apotèlesma

prosdÐdei exèqousa shmasÐa sto fr�gma log n, afoÔ apoteleÐ èna qwrikì shmeÐo pèra

ap� to opoÐo oi upologistikèc dunatìthtec tou montèlou aux�noun austhr�. Tèloc,

deÐxame ìti gia f(n) austhr� mikrìterh tou log log n ìla ta upologÐsima kathgor mata

eÐnai hmigrammik�, dhlad  to montèlo PM gi� aut� ta qwrik� fr�gmata eÐnai isodÔnamo

me to montèlo PP, kai ìti gia f(n) toul�qiston log log n to montèlo upologÐzei èna mh

hmigrammikì kathgìrhma, epomènwc kai to log log n emfanÐzei sumperifor� katwflÐou.

6.2 Mellontikèc KateujÔnseic

Poll� endiafèronta probl mata paramènoun anoikt� sto taqÔtata anaptussìme-

no pedÐo twn prwtokìllwn plhjusm¸n. EÐnai ta montèla PPD kai PM anektik� se

bl�bec? Ti proôpojèseic apaitoÔntai oÔtwc ¸ste na epitÔqoume ikanopoihtik  anoq 

se bl�bec? Poioi eÐnai oi akribeÐc qarakthrismoÐ twn kl�sewn twn stajer� diagn¸-

simwn glwss¸n grafhm�twn apì ta montèla aut�? Poia eÐnai h kl�sh twn stajer�

diagn¸simwn glwss¸n grafhm�twn apì thn parallag  tou montèlou PPDDG sthn

opoÐa to gr�fhma epikoinwnÐac eÐnai p�nta pl rec kai h sun�rthsh arqikopoÐhshc a-

km¸n kajorÐzei to poiec akmèc apoteloÔn to upogr�fhma tou opoÐou h summetoq  sth

gl¸ssa prèpei na elegqjeÐ (p.q. h sun�rthsh shmadeÔei me 1 tic akmèc pou apoteloÔn

to upogr�fhma kai me 0 tic upìloipec)? Ti mporoÔn na upologÐsoun ta nèa montèla an

leitourg soun me stajeropoioÔmenec eisìdouc? Poia eÐnai ta pio kat�llhla sen�ria

tou pragmatikoÔ kìsmou gia thn praktik  efarmog  tou montèlou PPD? Poia eÐnai h

upologistik  isqÔc tou montèlou PM gia qwrik� fr�gmata f(n) metaxÔ log log n kai

log n. 'Opwc eÐdame, autì pou gnwrÐzoume gi� autì to qwrikì plaÐsio eÐnai ìti p�nw ap�

to log log n paÔei h hmigrammik  sumperifor� kai ìti k�tw ap� to log n paÔei h sumperi-
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for� nf(n). H [17] apok�luye thn an�gkh gia prosarmostikìthta twn prwtokìllwn

ìtan sumbaÐnoun fusikèc metabolèc sto prìtupo kÐnhshc oÔtwc ¸ste ta prwtìkolla

na suneqÐzoun na douleÔoun swst� kai/  exÐsou gr gora. Wstìso, de gnwrÐzoume

akìma oÔte p¸c akrib¸c na orÐsoume oÔte p¸c na epitÔqoume thn prosarmostikìthta.

EpÐshc, gia kanèna apì ta nèa montèla pou prot�jhkan se aut  thn ergasÐa oÔte gia

to montèlo PK den èqei akìma melethjeÐ h qronik  poluplokìthta prwtokìllwn b�sei

k�poiac pijanotik c upìjeshc leitourgÐac tou dromologht . AntÐjeta, h melèth aut 

èqei pragmatopoihjeÐ se k�poio bajmì gia ta prwtìkolla plhjusm¸n [6, 7, 9, 10] kai

orismènec apì tic mejìdouc pou èqoun  dh anaptuqjeÐ anamènetai na brÐskoun efarmo-

g  kai sta nèa montèla. Up�rqoun pio apodotikèc, pijanìn basizìmenec sth logik ,

mèjodoi epal jeushc gia prwtìkolla plhjusm¸n apì autèc pou prot�jhkan sthn [25]?

Akìma de gnwrÐzoume kamÐa mèjodo epal jeushc gia PPD, PK kai prwtìkolla PM.

Bèbaia, orismènec ap� tic idèec thc [25] mporeÐ na efarmìzontai epÐshc kai se aut� ta

montèla. Tèloc, poia eÐnai h upologistik  isqÔc thc parallag c tou montèlou PP

sthn opoÐa oi pr�ktorec allhlepidroÔn kat� om�dec twn k > 2 praktìrwn kai ìqi kat�

zeÔgh?
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ta. Computation in networks of passively mobile finite-state sensors. Distributed
Computing, pages 235–253, mar 2006.

[8] Dana Angluin, James Aspnes, and David Eisenstat. Stably computable pre-
dicates are semilinear. In PODC ’06: Proceedings of the 25th annual ACM
Symposium on Principles of Distributed Computing, pages 292–299, New York,
NY, USA, 2006. ACM Press.

149



[9] Dana Angluin, James Aspnes, and David Eisenstat. Fast computation by popu-
lation protocols with a leader. Distributed Computing, 21(3):183–199, September
2008.

[10] Dana Angluin, James Aspnes, and David Eisenstat. A simple population protocol
for fast robust approximate majority. Distributed Computing, 21(2):87–102, July
2008.

[11] Dana Angluin, James Aspnes, David Eisenstat, and Eric Ruppert. The compu-
tational power of population protocols. Distributed Computing, 20(4):279–304,
nov 2007.

[12] James Aspnes and Eric Ruppert. An introduction to population protocols. Bul-
letin of the European Association for Theoretical Computer Science, 93:98–117,
October 2007.

[13] Joffroy Beauquier, Julien Clement, Stephane Messika, Laurent Rosaz, and Bri-
gitte Rozoy. Self-stabilizing counting in mobile sensor networks. In PODC ’07:
Proceedings of the twenty-sixth annual ACM symposium on Principles of distri-
buted computing, pages 396–397, New York, NY, USA, 2007. ACM.
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